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Dixes Kéntc. Graphen und Mengenlehre. 


Uber Graphen und ihre Anwendung auf Determinantentheorie 


, und Mengenlehre. 


Von 


Dénes Konia in Budapest. 


Die vorliegende Arbeit beschiaftigt sich mit Problemen aus der Ana- 
lysis situs, der Determinantentheorie und der Mengenlehre. Der Begriff der 
Graphen ist dasjenige Bindeglied, durch welches diese Probleme miteinander 
zusammenhingen. Die durch geometrische Anschaulichkeit auggezeichnete 
Methode der Graphen, die auch zur Liésung mancher hier auftretenden 
Fragen fiihrt, wird niamlich die Aquivalenz von scheinbar einander fern- 
liegenden Fragestellungen zeigen. 


g 1. 
Graphen.*) 


Es sei eine endliche Anzahl von Punkten gegeben; gewisse Paare, die 
man aus diesen Punkten auswiihlen kann, sollen durch eine oder mehrere 
(endlich viele) Kanten verbunden werden. Eine auf diese Weise entstehende 
Figur wird im allgemeinen als ein Graph bezeichnet. Ein Graph heiBt 
(in sich) zusammenhdingend, falls man auf seinen Kanten von irgend einem 
seiner Punkte**) zu jedem anderen gelangen kann. Ist der Graph nicht 
zusammenhingend, so zerfallt er in eindeutiger Weise in zusammenhingende 
Teile. In der Trivialitit dieser Aussage liegt der Vorteil gewisser (alge- 
braischer) Anwendungen der Graphen. Lauft aus jedem Punkt dieselbe 
Anzahl von Kanten aus, so heibt der Graph regular und diese konstante 
Anzahl wird als der Grad des reguliiren Graphes bezeichnet. Eine ganz 


*) Vgl. Petersen: ,,Die Theorie der reguliiren Graphs‘, Acta Mathematica Bd. 15 
(1891), S. 193—220. 

**) Nur die urspriinglich angenommenen Punkte (Knotenpunkte) werden als 
»Punkte* des Graphes bezeichnet. 
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ausgezeichnete Rolle spielen die sogenannten paaren Graphen; ein Graph 
wird so bezeichnet, falls jeder geschlossene Linienzug, der aus seinen Kanten 
gebildet werden kann, eine gerade Anzahl von Kanten enthilt (z. B. das 
Kantensystem des Wiirfels). 

Ein Graph ist dann und nur dann ein paarer Graph, wenn man 
seine Punkte so in zwei Gruppen zerlegen kann, daB nur Punkte verschiedener 
Gruppen unmittelbar (durch eine Kante) verbunden sind. 

In der Tat: ist eine Teilung in zwei solche Gruppen médglich, so ge- 
héren die Punkte jedes geschlossenen Kantenzuges abwechselnd der einen 
und der anderen Gruppe an; der geschlossene Kantenzug muB also eine 
gerade Anzahl von Kanten enthalten. Und umgekehrt: ordnet man die 
Punkte, auf einem beliebigen Kantenzug fortfahrend, abwechselnd der 
einen oder anderen Gruppe zu, so kann dies nur dann zu einem Widerspruch 
fiihren, falls man auf einen geschlossenen Kantenzug gestoBen ist, der eine 
ungerade Anzahl von Kanten enthilt. (Dies gilt auch fiir nicht zusam- 
menhingende Graphen, nur ist hier die Einteilung der Punkte in zwei 
Gruppen nicht eindeutig bestimmt.) 

Auf diese Weise kénnen die ,nicht zusammenhingenden“ und die 
»paaren* Graphen symmetrisch zueinander definiert werden, da man die 
nicht zusammenhingenden Graphen auch dadurch charakterisieren kann, 
daB ihre Punkte so in zwei Gruppen geteilt werden kénnen, daB nur zwei 
Punkte derselben Gruppe untereinander unmittelbar verbunden sind. 

Die Gesamtheit G, gewisser Kanten des Graphes G, wird als ein 
Faktor k*" Grades von G bezeichnet, wenn von jedem Punkte von G 
genau k Kanten von G, auslaufen. Ein Faktor k*" Grades ist selbst ein 
regulirer Graph k*" Grades, seine Punkte stimmen mit den Punkten des 
urspriinglichen Graphes tiberein. Gewisse Kanten von G bilden also dann 
eincn Faktor ersten Grades, wenn jeder Punkt von G einmal und nur ein- 
mal als Endpunkt dieser Kanten vorkommt. Ist G reguliir und n™ Grades, 
so bilden diejenigen Kanten, die in einem Faktor k*" Grades, G, nicht 
enthalten sind, einen Faktor n — k*" Grades, G,_,. In diesem Falle setzt 
man nach Petersen: 


G = G,G,_,- 


Ebenso definiert man das Zerfallen eines reguliren Graphes in mehr als 
zwei Faktoren. Stets ist die Summe der Grade der Faktoren dem Grade 
des urspriinglichen Graphes gleich. Im Folgenden wird besonders die 
Zerlegung eines reguliren Graphes in Faktoren ersten Grades behandelt 
werden. 

Jeder Graph zweiten Grades besteht aus einfachen (doppelpunkts- 
losen) geschlossenen Linien. Dieser besitzt, wie man sieht, dann (und nur 
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dann) einen Faktor ersten Grades, wenn alle diese geschlossenen Linien 
eine gerade Anzahl von Kanten enthalten.*) 


Als eine Verallgemeinerung dieser Tatsache werden wir folgenden 
Satz beweisen: 


A) Jeder paare reguliire Graph besitzt einen Faktor ersten Grades. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des folgenden (der jedoch nur 
scheinbar mehr besagt**)): 

B) Jeder paare reguliire Graph k*" Grades zerfallt in k Faktoren 
ersten Grades. 

Dieser Satz wieder ergibt sich als eine Folge des folgenden: 

C) Laufen in jedem Punkte eines paaren Graphes hichstens k Kanten 
zusammen, so kann man den Kanten des Graphes je einen von k Indizes 
auf solche Weise zuordnen, daB zwei Kanten, die in einem Punkt zusammen- 
laufen, stets verschiedene Indizes erhalten. 

Der Satz B) ist in der Tat eine unmittelbare Folge dieses Satzes, da 
im Falle eines reguliiren Graphes k*" Grades die Kanten mit denselben In- 
dizes je einen Faktor ersten Grades bilden. 

Fiir den Beweis des Satzes ©) wollen wir die Methode der vollstin- 
digen Induktion anwenden, die, obzwar sie bei einer Beschriinkung auf 
den Satz B) versagt, fiir den allgemeineren Satz C) unmittelbar zum 
Ziele fiihrt. Ist die Anzahl der Kanten </k, so ist der Satz natiirlich 
richtig. Wir nehmen also an, da er stets richtig ist, wenn diese Zahl 
< N ist und beweisen ihn fiir den Graph G mit N Kanten. 

LiBt man aus G irgend eine Kante, e weg, so entsteht also ein — 
natiirlich ebenfalls paarer — Graph G’, dessen Kanten mit den k Indizes 
in einer dem Satze ©) entsprechenden Weise versehen werden kénnen. 
Diese Indizes denken wir an den Kanten von G’ angebracht. Verbindet 
die weggelassene Kante e die Punkte A und B, so ist es erstens méglich, 
daB irgend ein Index weder in A (d. h. an einer Kante die nach A lauft), 
noch in B vorkommt. In diesem Falle kann man diesen Index der Kante e 
zuordnen und unser Ziel ist erreicht. Wir kénnen uns also auf den zweiten 
Fall beschriinken: ein Index, etwa ,1“, der in B fehlt (einen solchen mub 


*) Petersen, 1. c., S. 195. 

**) Nimmt man niimlich den Satz A) als richtig an, so hat der Graph k** Grades, 
G,, einen Faktor ersten Grades G, und es ist G, = G, G,_,, ebenso ist G,_, = G,’ G,_., 
G,_, = G," G_,,..- wo auch G,’,G,”, .. Faktoren ersten Grades sind; endlich 
ist also G, = G, G,’G,"...@¢-” wirklich in Faktoren ersten Grades zerlegt. — Fiir 
eine gerade Zahl & folgt Satz B) unmittelbar aus einem, Satze von Petersen (I. c., 
8. 200). Es wire auch nicht schwer, den Fall einer ungeraden Gradzahl auf diesen 
Fall zuriickzufiihren. Der hier folgende Beweis, der auch zu allgemeineren Resultaten 
fiihrt, ist jedoch einfacher und macht die Unterscheidung dieser zwei Fille nicht ndtig. 


80* 
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es geben, da in G’ héchstens k — 1 Kanten nach B — und ebenso auch 
nach A — laufen), kommt in A vor. Sei weiter ,,2“ ein Index, der in A 
nicht vorkommt. — Sei nun AA, die Kante mit dem Index ,1“. Even- 
tuell gibt es eine Kante A,A, mit dem Index ,2“, dann vielleicht eine 
Kante A, A, mit dem Index ,,1“, eine Kante A, A, mit dem Index ,,2“, usw. 
Wir bilden diesen ,alternierenden“ Weg AA, A, A,--- so weit als nur még- 
lich. Er ist — nach der Wahl der Indizes ,,1“ und ,,2“ — eindeutig be- 
stimmt. Auf diesem Weg kann man keinen Punkt zweimal erreichen, 
denn wire A, der erste Punkt, der schon einmal passiert wurde, so miiBten 
in A, drei Kanten mit den Indizes ,,1“ oder ,,2“ vorkommen. Aber auch 
nach A kann man nicht zuriickgelangen, da dort ,,2“ gar nicht vorkommt 
und ,,1“ (mit der Kante AA,) schon benutzt wurde. Endlich kann man 
auf diesem Weg nicht nach B gelangen, denn dies kénnte nur mit einer 
Kante vom Index ,,2“ geschehen (,,1“ kommt in B nicht vor) und dann 
wiirde der Weg von A nach B eine gerade Anzahl von Kanten enthalten; 
mit der weggelassenen Kante e zusammengenommen wiirde dieser Weg — 
im Gegensatz zu unseren Voraussetzungen — einen geschlossenen Kanten- 
zug von G mit ungerader Kantenzahl ergeben. 

AA, A, --- A, ist also ein doppelpunktsloser beiderseits offener Weg, 
der den Punkt B nicht enthilt, und dessen Kanten abwechselnd die 
Indizes ,,1“ und ,,2“ tragen. Wir vertauschen nun die Indizes ,,1“ und ,,2“ 
auf den Kanten dieses Weges, ohne die Indizes der iibrigen Kanten zu 
andern. Die Verteilung der Indizes geniigt auch nach dieser Vertauschung 
den Forderungen. Man sieht das unmittelbar sowohl fiir den ersten Punkt A, 
von wo aus urspriinglich keine Kante mit dem Index ,,2“ auslief, wie fiir 
die inneren Punkte A; und auch fiir den Endpunkt A,, von wo keine 
zweite Kante mit dem Index ,,1“ oder ,,2“ auslaufen kann, da sonst unser 
Weg nicht in A, enden kénnte. Nun haben wir aber erreicht, daB der 
Index ,,1“ auch in A nicht mehr vorkommt, so daB er der weggelassenen 
Kante e zugeordnet werden kann. 

Damit sind der Satz ©) und also auch die Siitze A) und B) be- 
wiesen. 

Bevor wir nun zu den Anwendungen dieser Untersuchungen auf die 
Determinantentheorie und Mengenlehre iibergehen, wollen wir noch er- 
wihnen, da8 unser Satz B) in engem Zusammenhang mit einem bekannten 
Problem der Analysis situs selbst steht; dies ist das Problem des Karten- 
farbens. Der bis heutzutage unbewiesene Vierfarbensatz besagt folgendes: 
»Man kann den Lindern einer ebenen Karte je eine von vier Farben stets 
auf solche Weise zuortinen, dab zwei Linder, die eine gemeinsame Grenz- 
linie haben, immer verschiedene Farben erhalten.“ Man kann leicht sehen, 
daB man sich auf den Fall beschriinken kann, wo die Grenzen der Karte 
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einen reguliren Graph dritten Grades bilden und dann ist der Vierfarben- 
satz dem Taitschen Satze aiquivalent,*) der besagt, daB ein, solcher Graph 
stets in Faktoren ersten Grades zerfallt. Natiirlich braucht darum noch 
nicht jeder Graph dritten Grades in drei Faktoren zu zerfallen, denn ein 
Graph kann nur dann als das Grenzsystem einer ebenen Karte angesehen 
werden, wenn er folgende zwei Eigenschaften besitzt: 1) er liBt sich auf 
der Ebene (Kugel) so zeichnen, daB dabei keine (neuen) Schnittpunkte 
auftreten und 2) jede seiner Kanten gehért einem doppelpunktslosen ge- 
schlossenen Kantenzuge an. Ohne diese zwei Einschrinkungen ist der 
Taitsche Satz (Tait hat ihn ohne diese Einschrinkungen ausgesprochen 
und als evident erklirt**)) gar nicht richtig, wie man durch zwei Bei- 
spiele zeigen kann.***) — Ist aber dieser Graph ein paarer Graph, so ist 
nach- dem bewiesenen Satze B) der Satz auch ohne diese zwei LEin- 
schrinkungen richtig. Allerdings ergibt dies nichts Neues fiir das Problem 
des Kartenfiirbens, da in diesem Falle — wie Kempe+) bewiesen hat — nicht 
nur vier sondern schon drei Farben ausreichen. Fiir das allgemeine Problem 
wire sicherlich ein wichtiger Schritt getan, wenn es — und zwar in ein- 
facher Weise — gelingen wiirde, die Graphen von der Eigenschaft 1) 
durch innere (kombinatorische) Kigenschaften der Graphen zu charakterisieren. 
Dabei wiirde jedenfalls der Eulersche Polyedersatz eine wichtige Rolle 
spielen. +7) 


§ 2. 
Anwendung auf Determinanten. 


Die paaren Graphen kénnen mit den Determinanten aus ganzen oder 
reellen Elementen in engen Zusammenhang gebracht werden und zwar 
mit jenen Eigenschaften dieser Determinanten, die nur vom absoluten 
Betrage ihrer Glieder abhingen und unabhingig sind von den Vorzeichen, 
die den Gliedern zugeordnet werden. 

Wir wollen uns zunichst mit solchen Determinanten 


_ 
D= 4, i,k=1,2, 


Phd 


beschiftigen, wo die Elemente a,, nicht negative ganze Zahlen sind. Der 


*) Diese Untersuchungen sind zusammengestellt z. B. bei Wernicke (Math. 
Ann. 58, §. 413). 

**) Philosophical Magazine (5), Bd. 17, 8. 30. 

***) Das eine ist ein merkwiirdiger Graph von Petersen (Intermédiaire des Mathé- 
maticiens Bd. 5, S. 225), das andere z. B. ein Graph (ebenfalls dritten Grades) von 
Sylvester (abgedruckt als Figur 11 in der dfters erwihnten Arbeit von Petersen). 

+) Am. Journ. of Math. Bd. II, 8. 193. 

+t) Dies habe ich in zwei in ungurischer Sprache erschienenen Arbeiten ver- 

sucht (Mathematikai és természettudomanyi Ertesité Bd. 29). 
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quadratischen Matrix D kann man einen paaren Graphen G folgender- 
maBen zuordnep. Wir lassen den Reihen von D gewisse Punkte 


A,, A,, ee A, 
und den Spalten ebenfalls » Punkte, 
B,, B,, al B, 


als Punkte von G entsprechen und verbinden jeden Punkt A, mit jedem 
Punkt B, durch a,, verschiedene Kanten. (Es kann a;, auch Null sein.) 
Zwei A-Punkte und zwei B-Punkte werden untereinander niemals ver- 
bunden. Der durch D vollkommen bestimmte Graph G ist in der Tat 
ein paarer Graph, da auf jedem geschlossenen Kantenzug die Punkte A 
und B abwechselnd aufeinander folgen. Die Zahl der Kanten, die in A, 
oder B, zusammenlaufen ist gleich der Summe der #* Zeile, bzw. i" Spalte 
von J); @ ist also dann und nur dann regulir, wenn jede Reihe und jede 
Spalte von D dieselbe Summe ergibt. — Da weder zwei A-, noch zwei 
B-Punkte untereinander unmittelbar verbunden sind, so kénnen die Kanten 
eines jeden Faktors ersten Grades von G folgendermafen bezeichnet werden: 


A,B,, A, B,, - A, B,,, (K;) 
wo 
(4, te, se i) 
eine Permutation der Zahlen 1,2,---, bedeutet. Dieses (X,) ist dann 


und nur dann wirklich ein Faktor ersten Grades von G, wenn iede der 
Zahlen 


Dy 5 Ueir°* “> Ui, 


d. h. das Produkt 


Gi. G@a.** @ 


li, “2a, nin 


von Null verschieden ist. Dieses Produkt ist aber nichts anderes, als — 
vom Vorzeichen abgesehen — ein allgemeines Glied von D. Da nun nach 
Satz A) jeder reguliire paare Graph einen Faktor ersten Grades besitzt, 
sind wir zu folgendem Determinantensatze gefiihrt worden. 

D) Wenn in einer Determinante aus nicht negativen [ganzen] Zahlen 
jede Reihe und jede Spalte dieselbe positive Summe ergibt, so ist wenigstens 
ein Glied der Determinante von Null verschieden. 

Nur fiir den Fall, daB die Elemente ganze Zahlen sind, wurde dieser 
Satz bewiesen, man kann aber unschwer zeigen, daB er auch fiir rationale, 
sogar fiir reelle Elemente iiberhaupt richtig bleibt. Negative Elemente 
diirfen jedoch nicht zugelassen werden, wie es z. B. die Determinante 


0 0 1 


i a 
11-1 
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zeigt; jede Reihensumme und Spaltensumme ist hier 1 und doch ver- 
schwinden alle sechs Glieder. 

Wir wollen uns noch mit dem speziellen Fall beschiiftigen, wo die 
nichtverschwindenden Elemente gleich 1 sind. Dann la8t sich das Uber- 
einstimmen simtlicher Reihen- und Spaltensummen auch so ausdriicken, 
daB jede Reihe und Spalte dieselbe Anzahl von Nullen enthilt. In diesem 
Falle entsprechen verschiedenen Faktoren ersten Grades von G verschie- 
dene Glieder von D. Da weiter das Verschwinden oder Nichtverschwinden 
der Determinantenglieder nicht vom Werte der nichtverschwindenden Ele- 
mente abhiingt, ergibt Satz B) den folgenden Satz: 

E) Ist die Anzahl der nichtverschwindenden Elemente in jeder Reihe 
und Spalte einer Determinante genau gleich k, so gibt es wenigstens k nicht- 
verschwindende Determinantenglieder. 

(Diese k Glieder kinnen stets so gewdhlt werden, dap jedes nichtver- 
schwindende Determinantenelement in einem und nur einem dieser Glieder 
enthalten sei.) 

Die Frage, wann es genau k und wann es mehr als k nichtver- 
schwindende Glieder gibt, ist fiir k= 1 trivial, und kann fir k= 2 
mit Hilfe des entsprechenden Graphes sofort entschieden werden. Schon 
fir k=3 fiihrt aber diese Frage (d. h. die Frage, wie viel Faktoren 
ersten Grades ein paarer Graph dritten Grades besitzt) auf viel schwierigere 
Untersuchungen, die auch mit dem Vierfarbensatz in enger Beziehung zu 
sein scheinen. 

Man kann die hier gefundenen Determinantensiitze (bzw. den Satz B)) 
auch so interpretieren: 

F) Sind auf einer quadratischen Tafel mit n* Feldern kn Figuren so 
aufgestellt, daB jede Reihe und jede Spalte genau k Figuren enthdlt (dabei 
diirfen mehrere Figuren auf demselben Felde stehn), so entsteht diese Kon- 
figuration stets durch Uberlagerung von k solchen Konfigurationen, in denen 
jede Zeile und jede Spalte genau eine Figur enthiilt. 

Eine analoge Interpretation kann auch dem Satze C) gegeben werden. 


§ 3. 
Unendliche Graphen und Anwendung auf die Mengenlehre. 


Die hier gegebenen Untersuchungen und Anwendungen der Theorie 
der Graphen setzen eigentlich gar keine geometrische Anschauung voraus. 
Anstatt eines Graphes hiitten wir immer von einer Menge von Paaren 


(@) AB, CD, AE, --., 


die Kanten genannt werden, sprechen kénnen. Diese Paare werden aus 
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gewissen Elementen A, B,C,---, die Punkte genannt werden, gebildet. 
Nur muf man hier fiir die Elemente der Menge G verschiedene Multipli- 
zitiiten zulassen, dem Umstande entsprechend, daB dieselben zwei Punkte 
durch mehrere Kanten verbunden sein kénnen. Alle unsere geometrischen 
Begriffe (zusammenhiingender Graph, reguliirer Graph, Grad und ge- 
schlossener Linienzug eines Graphes usw.) kénnen rein abstrakt mit Hilfe 
der Menge G definiert werden, ohne da wir uns auf geometrische Anschau- 
ung stiitzen miissen. Diese Bemerkung ist wichtig, da, wenn man sie ein- 
mal angenommen hat, nichts im Wege steht, die ,Sprache der Graphen“ 
auch dann zu beniitzen, wenn die Mengen (A, B, C,---) und (AB, CD, AE,---) 
nicht endlich, ja sogar von beliebig groBer Miichtigkeit sind. Es wiire 
liberfliissig fiir diese ,unendlichen* Graphen die Regularitit, die Gradzahl, 
die Faktoren, (geschlossene) Kantenziige, usw. besonders zu definieren. ,Wir 
wiederholen nur, daB ein Graph dann zusammenhiingend genannt wird, 
falls man von irgend einem seiner Punkte zu jedem anderen durch eine 
endliche Anzahl seiner Kanten gelangen kann*). Die Tatsache, daB auch 
ein unendlicher Graph auf eindeutige Weise in zusammenhiingende Teile 
zerfallt, kann ohne jede geometrische Anschauung leicht bewiesen werden. 

Indem man die Michtigkeit der Menge der Punkte und der Menge 
der Kanten keiner Einschrinkung unterwirft, verallgemeinert man natiir- 
lich in hohem MaBe den Begriff des Graphes. Nur eine Einschrinkung 
wollen wir auch weiterhin beibehalten: wir werden uns auch im Folgenden 
nur mit solehen Graphen beschiiftigen, wo die Anzahl der Kanten, die 
im selben Punkte zusammenlaufen, unter einer endlichen Schranke bleibt. 
Dann werden wir auBer den schon behandelten ,,endlichen“ Graphen nur 
noch mit ,abzihlbaren“ Graphen (so wollen wir die Graphen mit einer 
abzihlbaren Menge von Kanten kurz bezeichnen) zu tun haben. Es gilt 
nimlich der Satz: 


G) Bleibt die Anzahl der Kanten die im selben Punkt zusammenlaufen 
fiir einen Graph G unter einer endlichen Schranke h, so zerfillt G in end- 
liche und abzihlbare Teile.**) 


Es geniigt zu zeigen, daB wenn G auch zusammenhiingend ist, er 
endlich oder abzaihlbar sein muf. Dies ist aber klar. Durch eine Kante 


*) Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu erwiihnen, daB die Aussage ,,ein 
Punkt 146+ sich aus einem anderen durch einen Weg aus unendlich vielen Kanten 
erreichen“ keinen Sinn haben kann. Die Worte ,,durch eine endliche Anzahl seiner 
Kanten“ kénnen hier also durch die Werte ,,auf seinen Kanten“ ersetzt werden. — 
Auch jeder geschlossene Kantenzug eines Graphes besteht eo ipso aus einer endlichen 
Anzabl von Kanten. 

™) Es geniigt schon, wenn man nur voraussetzt, da® in jedem Punkt eine end- 
liche Anzahl von Kanten zusammenlaufen. 
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kann man aus irgend einem seiner Punkte P héchstens  Punkte erreichen, 
durch zwei héchstens h*,--- durch v Kanten héchstens h’. Die Menge 
der Punkte, die man aus P durch eine endliche Zahl von Kanten er- 
reichen kann, d. h. die Menge simtlicher Punkte von G, ist also endlich 
oder abziihlbar. Dann muB natiirlich auch die Menge der Kanten endlich 
oder abzihlbar sein. 

Unter den unendlichen Graphen sind nach denjenigen ersten Grades 
(die aus Kanten ohne Zusammenhang bestehen) natiirlich die Graphen 
zweiten Grades die einfachsten. Diese zerfallen in geschlossene Linien 
mit einer endlichen Kantenzahl und in beiderseits ,,ins Unendliche laufende“ 
einfache Linien mit abzihlbar unendlich vielen Kanten. Ist der Graph 
zweiten Grades ein paarer Graph, so ist offenbar jeder dieser Teile das 
Produkt zweier Faktoren ersten Grades, also*) auch der ganze Graph. 
Fiir den Grad 2 sind also die Sédtze A) und B) auch fiir unendliche 
Graphen richtig. 

Um auch Beispiele unendlicher Graphen héheren Grades zu geben, soll 
noch erwihnt sein, daB das ebene quadratische Gitter einen unendlichen 
reguliren Graph vierten Grades repriisentiert. Das analoge riumliche Ge- 
bilde ist ein unendlicher Graph sechsten Grades. 

Unser Satz G) ist von Bedeutung, wenn man die Graphen in der 
Mengenlehre anwendet. Er lift in manchen Fiillen das Problem auf end- 
liche und abzihlbare Mengen reduzieren, wie sich das in dem Folgenden 
zeigen wird. 

Wir wollen niimlich jetzt die Methode der Graphen auf den Beweis 
und auf eine Verallgemeinerung des folgenden Bernsteinschen Satzes**) 
anwenden ***) ; 


*) Dieser SchluB ist unberechtigt fiir den, der das Zermelosche Auswahlprinzip 
nicht anerkennt. 

**) Diss. Géttingen 1901, abgedruckt in Math. Ann. 61, 8.117. Der Bernstein- 
sche Beweis ist auch schon fiir den Fall »= 2 (eigentlich wird von Bernstein nur 
dieser Fall ausfiihrlich dargestellt) recht kompliziert. (Die folgende Uberlegung er- 
ledigt diesen Fall durch unmittelbare Anschauung.) Natiirlich ist dieser Bernstein- 
sche Satz eine unmittelbare Folge des Zermeloschen Wohlordnungssatzes. Unser Be- 
weis mag vielleicht doch auch fiir denjenigen Interesse besitzen, der die Zermeloschen 
Beweise annimmt, trotzdem wir das Zermelosche Auswahlprinzip keineswegs zu 
vermeiden versuchten. Wir benutzen aber nur die einfachsten Begriffe der Mengen- 
lehre (Menge, Element, Abbildung) und der Ordnungsbegriff spielt in unserem Be- 
weise keine Rolle. 

***) Der Aquivalenzsatz der Mengenlehre, der ebenfalls von Bernstein zuerst be- 
wiesen wurde, lift sich mit Hilfe des Graphenbegriffes ebenfalls in recht anschau- 
licher Weise beweisen. In der Tat benutzt der einfachste Beweis dieses Satzes, den 
J. Kénig gegeben hat (Comptes Rendus, Bd. 143, 8. 110), im Grande genommen, diesen 
Begriff. Da liegen jedoch die Verhiltnisse so einfach (es wiirde nur von Graphen 
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Sind m und n beliebige Méchtigkeiten und v eine endliche Zahl, so 
folgt aus 


vm = vn 
stets 


m=n,. 


Haben die Mengen M und N die Miichtigkeiten m und n, so besagt 
die Gleichung vm = yn, dab diejenigen zwei Mengen, die aus M und N 
entstehen, wenn man alle Elemente durch v verschiedene Elemente ersetzt, 
einander fiquivalent sind. Ohne den Begriff der Miachtigkeit zu benutzen, 
kann also dieser Satz folgendermaBen formuliert werden: 

H) Stehen zwei Mengen in umkehrbarer (1, v)-Relation zueinander, so 
sind sie dquivalent. 

Wir wollen zunichst den Begriff der ,umkehrbaren (1, v)-Relation“ 
genau definieren. Wir sagen, dab M zu N in einer (1, v)-Relation steht, 
wenn jedem Elemente von M, v Elemente von N entsprechen; diese 
brauchen jedoch nicht v verschiedene Elemente von N zu sein, indem wir 
der Zuordnung eines M-Elementes zu einem N-Elemente eine Multiplizitat 
zuordnen. DaB dem Elemente a von M aus N vy Elemente entsprechen, 
soll also stets so verstanden werden, dab, wenn dem M-Elemente a aus 
N die Elemente 

. b,, by, - +, b, (uSv) 


entsprechen und diese Zuordnungen der Reihe nach die Multiplizitaten 


Sy, Sgn °° *, 5, 


besitzen, dann fiir jedes Element a von M 
& +8 +++ +8, = 


ist. Eine solche Beziehung von M auf N wird nun umkehrbar genannt, 
wenn die Umkehrung dieser Relation, die die Elemente von N den 
Elementen von M zuordnet, ebenfalls eine (1, v)-Relation ist. Eine um- 
kehrbare (1, v)-Relation hat also die Eigenschaft, dab, wenn eines der 
N-Elemente die dem Elemente a von M entsprechen, b ist, so ist eines 
der M-Elemente, die dem Elemente 6 von N entsprechen, a; und diese 
zwei Beziehungen haben dieselbe Multiplizitiat. 

Dieser Umstand hat zur Folge, daB man die umkehrbare (1, v)-Re- 
lation zweier Mengen M und N (von der Michtigkeit m bzw. n) oder — 
was dasselbe ist — die Richtigkeit der Beziehung vm = vn, in anschau- 
licher Weise durch einen paaren reguliren Graph repriisentieren kann. 


zweiten Grades die Rede sein), daB es als iiberfliissig erscheint, die Terminologie der 
Graphentheorie zu benutzen. — Der Versuch, die dort gegebene Methode meines Vaters 
auf den Beweis des oben erwihnten Bernsteinschen Satzes anzuwenden, fiihrte mich 
zu den Untersuchungen, die in der vorliegenden Arbeit enthalten sind. 
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Die Elemente von M und N werden selbst die Punkte des zu defi- 
nierenden Graphes sein; ein M-Punkt*wird mit einem N-Punkt durch 
s Kanten verbunden, wo s die Multiplizitiét der (gegenseitigen) Beziehung 
dieser zwei Elemente bedeutet. Zwei M-Punkte, sowie zwei N-Punkte 
werden untereinander niemals verbunden. Der so entstehende Graph ist 
in der Tat ein paarer Graph, da auf jedem seiner geschlossenen Kanten- 
ziige die Punkte M und N abwechselnd aufeinander folgen und er ist 
auch regulir, da in jedem seiner Punkte genau »v Kanten zusammen- 
laufen. 

Nun zerfallt (nach Satz G)) der Graph G in endliche und abzihlbare 
Teile. Sei G, ein beliebiger dieser Teile; seine Punkte sollen die Teil- 
mengen M, und N, von M bzw. N bilden und es sei m, und », die 
Michtigkeit von M, und N,. Dann ist 

ym, = Vn, 
da sowohl die linke, wie die rechte Seite die Michtigkeit der Menge der 
Kanten von G, bedeutet. Hier sind aber m, und n, endliche Zahlen oder 
&, und da fiir diesen Fall der Bernsteinsche Satz trivial ist, so folgt hieraus 

m, = n,. 
Denkt man sich dies fiir jeden Teil von G aufgeschrieben und addiert 
man, so ergibt sich 

m =n, 
womit der Bernsteinsche Satz vollkommen bewiesen ist. 

Es entstehen aber groBbe Schwierigkeiten, wenn man zur folgenden 
Verschirfung des Satzes H) (des Bernsteinschen Satzes) iibergeht. Es 


sei hier gleich erwihnt, daB es uns nicht gelungen ist diesen Satz im 
allgemeinen zu beweisen. 


I) Stehen zwei Mengen in einer umkehrbaren (1, v)-Relation zueinander, 
so gilt es zwischen ihnen auch eine umkehrbar eindeutige Relation, die so 
beschaffen ist, daB sie nur solche Elemente einander zuordnet, die auch durch 
die gegebene (1, v)-Relation einander zugeordnet sind. 

In dem friiher definierten Graph G fuBert sich der Umstand, dab 
zwei Elemente durch die (1, v)-Relation einander entsprechen, dadurch, dab 
die entsprechenden zwei Punkte durch eine Kante verbunden sind. Der 
Satz 1) besagt also einfach, daB G einen Faktor ersten Grades besitzt; er 
wiirde also bewiesen sein, wenn man zeigen kénnte, daB der Satz A) auch 
fiir unendliche Graphen richtig ist. (Nach Satz G) wiirde es geniigen Satz A) 
nur noch fiir abzihlbare Graphen zu beweisen.) — Auch umgekehrt folgt 
aus 1) der Satz A) fiir unendliche Graphen. Denn jeder paare Graph v‘*" 
Grades kann als ein solcher Graph entstanden gedacht werden, der die 
umkehrbare (1, v)-Relation zweier Mengen repriisentiert. Dies folgt daraus, 
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daB — wie wir dies fiir endliche Graphen schon ausgefiihrt haben — auch 
im Falle eines unendlichen paaren Graphes seine Punkte so in zwei Grup- 
pen geteilt werden kénnen, daB nur Punkte verschiedener Gruppen durch 
eine Kante verbunden sind*). 

Hierdurch hat sich Satz I) mit dem fiir endliche ond unendliche 
Graphen formulierten Satz A) jiquivalent erwiesen. Auch den Sitzen B) 
und ©) sind diese Sitze aquivalent. Denn nicht nur B) ist eine Folge 
von ©) und A) von B), was fiir unendliche Graphen ebenso ersichtlich ist, 
wie fiir endliche, sondern es gilt auch umgekehrt, daB B) aus A) und C) 
aus B) folgt. Nur letztere Behauptung bedarf eines besonderen Beweises. 
Wir beweisen also den Satz: 

Der Satz C) ist eine Folge des Satzes B). 

Es sei G ein beliebiger paarer Graph, der so beschaffen ist, daB in 
jedem seiner Punkte héchstens & Kanten zusammenlaufen. Wir ergiinzen 
G folgendermafen zu einem neuen Graph H. Wir nehmen den Punkten 
von G entsprechend je einen neuen Punkt an und verbinden zwei neue 
Punkte mit soviel Kanten untereinander, als die entsprechenden zwei 
Punkte in G@ verbunden sind. AuBerdem verbinden wir jeden Punkt von 
G mit dem ihm entsprechenden neuen Punkt durch k — « Kanten, wo 
«(<k) die Zahl der Kanten bedeutet, die in G nach diesem G-Punkte 
laufen. Andere Punkte und Kanten werden nicht eingefiihrt. Der so ent- 
standene Graph H ist regular, da in jedem seiner Punkte « + (k—a) =k 
Kanten zusammenlaufen. Auch ist H ein paarer Graph. Dies sieht man 
folgendermaBen ein. Da G ein paarer Graph ist, lassen sich seine Punkte 
so in zwei Gruppen I und II einteilen, daB jede Kante von G nur Punkte 
verschiedener Gruppen verbindet. Teilt man nun die neuen Punkte in I 
oder II ein, je nachdem der entsprechende G-Punkt zu II oder I gehért, 
so verbinden auch die Kanten von H nur Punkte verschiedener Gruppen 
(I und Il). — Nimmt man also den Satz B) an, so zerfallt H in k Fak- 
toren ersten Grades. Teilt man je einen von k Indizes den Kanten von G 
zu, je nachdem sie dem einen oder anderen dieser Faktoren angehéren, so 
entspricht diese Verteilung der Indizes dem Satze C). 

Wir wollen jetzt endlich noch zeigen, daB es geniigen wiirde die 
Sitze A), B), C) und I), die sich einander als fiquivalent erwiesen haben, 
fiir den Fall zu beweisen, daB die Gradzahl in A) und B) (bzw. die Zahl i 
in ©) und die Zahl y in I)) eine Primzahl ist. ‘Dies folgt fiir den Satz A), 
also auch fiir die tibrigen drei, unmittelbar aus dem Satze: 

K) Wenn jeder paare Graph uw*" Grades und jeder paare Graph v*" 


*) Zerfallt der Graph in unendlich viele Teile, so braucht man zu diesem SchluB 
wieder das Zermelosche Auswahlprinzip. 
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Grades einen Faktor ersten Grades besitzt, so hat auch jeder paare Graph 
uv" Grades einen solchen Faktor. 

Nehmen wir die Voraussetzungen dieses Satzes an und es sei P ein 
beliebiger Punkt eines beliebigen paaren Graphes G, uv Grades. Wir 
ersetzen P durch uw Punkte P,, P,,---, P, und fihren die wv Kanten, die 
in G nach P laufen anstatt von P nach den Punkten P,, und zwar so 
(sonst in beliebiger Weise), daB in jedem P, (i= 1,2,--.,u4) genau v dieser 
uv Kanten zusammenlaufen sollen. Fiihrt man dies fiir jeden Punkt von 
G aus, so erhilt man einen Graph G,, v“" Grades; und dies ist ebenfalls 
ein paarer Graph, da jedem geschlossenen Kantenzuge von G, ein ge- 
schlossener Kantenzug von G mit derselben Kantenzahl entspricht. Nach 
unseren Voraussetzungen hat also G, einen Faktor ersten Grades G,. 
Vereinigt man nun wieder die Punkte P,, P,,---, P, zu je einem Punkte 
P, wodurch man aus G, den urspriinglichen Graph G zuriickerhilt, so 
geht G, in einen Faktor G, wu” Grades von G tiber. Als ein Teil von G 
ist auch dieser G, ein paarer Graph und hat also, nach unseren Voraus- 
setzungen, einen Faktor ersten Grades. Dies ist natiirlich auch ein Faktor 
ersten Grades von G, womit Satz K) bewiesen ist. 

[Indem man den ersten Teil dieses Beweises fast wértlich wiederholt, 
ergibt sich auch das folgende, teilweise allgemeinere Resultat: 

Besitzt jeder paare Graph v** Grades einen Faktor k*" Grades, so be- 
sitzt auch jeder paare Graph wv" Grades einen Faktor wk*" Grades.| 

Fiir die Gradzah] 2 haben wir die Sitze A) und B) auch fiir unend- 
liche Graphen bewiesen. Es folgt also aus K) daB die Sédtze A), B), C) und 
1) sicherlich richtig sind, wenn die Gradzahl (baw. die Zahl k in C) und 
die Zahl v in I)) eine Potenz von 2 ist. Fiir eine beliebige Gradzahl (ja 
sogar schon fiir die Gradzahl 3 scheinen jedoch unsere Methoden nicht 
auszureichen, trotzdem man, wie wir sahen, sich auf abziihlbare Graphen 
beschrinken kann. Die vollstiindige Induktion, durch die wir den Satz C) 
fiir endliche Graphen bewiesen haben, versagt sofort, wenn der Graph un- 
endlich viele Kanten hat. 

Die Resultate dieser Arbeit wurden am 15. November 1915 der 
Ungarischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt. 


Budapest, Oktober 1915. 
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Uber die Starrheit konvexer Polyeder. 
Von 
M. Desn in Breslau. 


Cauchy hat auf bewundernswerte Art den Satz bewiesen: 

Zwei gleichzusammengesetate konvexe*) Polyeder mit entsprechend kon- 
gruenten Seitenfldchen sind selbst kongruent oder symmetrisch. 

Im folgenden soll der sehr eng mit dem Cauchyschen Satz zusammen- 
hangende Satz bewiesen werden: 

Ein konvexes Polyeder mit starren Seitenfliichen ist auch infinitesimal 
nur wie ein starrer Koérper beweglich. 

Der analytische Ausdruck fiir diese Tatsache ist: sind a,, b 


1» 5 


Gg, Dy, €y3 Gs, Ds, Cy3 Lpy Yar “15. ~~ +3 Vey Yq» %, die Koordinaten der Ecken 
des Polyeders, 
Fy (Gy y+ -0yOg5 Vy, -0-y uy) = Fags -229 Og Ly yeep Me) = Fy (Gyy +p C3 Hy y++4y2,) =O 


Bedingungen zwischen den Koordinaten, die die Starrheit der Seitenflichen 
zur Folge haben (die drei ersten Ecken sollen auf einer Seitenfliche und 
nicht in einer Geraden liegen), dann ist in der Matrix: 


Of, .. of, 

Ox, 02, 
M: : 

Ohm oie & Ofm 

On, 02, 


mindestens eine 3n-reihige Determinante von Null verschieden. Anschau- 
licher und véllig gleichbedeutend mit dem obigen Satz ist die Aussage: 

Zu jedem an den Ecken eines konvexen Polyeders angreifenden, im 
Gleichgewicht befindlichen Kraftesystem gibt es ein an den Ecken an- 
greifendes und in den Seitenflichen wirkendes Kriftesystem von der Art, 


*) Liegen alle von den Ecken einer Seitenfliche verschiedene Ecken eines Poly- 
eders auf einer Seite der Ebene dieser Seitenfliche, dann heift das Polyeder konvex. 
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daB 1. die Kriafte des ersten Systems, die an einer Ecke angreifen mit 
den an derselben Ecke angreifenden Kriaften des zweiten Systems fquivalent 
sind und 2. die in einer Seitenfliche wirkenden Krifte des zweiten Systems 
fiir sich im Gleichgewicht sind. 

Ein noch kiirzerer Ausdruck hierfiir ist: 

Ein aus starren Seitenflichen aufgebautes konvexes Polyeder ist stabil. 

Sowohl in dem Cauchyschen wie in dem von uns zu beweisenden 
Satz enthalten, aber viel weniger als diese aussagend ist der folgende Satz: 

Die endlichen Bewegungen eines konvexen Polyeders mit starren Seiten- 
flaichen sind die eines starren Korpers. 

Unser Beweisgang ist von dem entsprechenden Cauchyschen durch- 
aus verschieden. 


1. Es ist sehr leicht einzusehen, daB wir unsere Untersuchung auf Tri- 
gonalpolyeder, d. i. auf von lauter Dreiecken begrenzte Polyeder beschriinken 
kénnen. Denn ist ein Polyeder mit dem n-Eck F infinitesimal beweglich, 
so ist sicher auch das Polyeder infinitesimal beweglich, das aus dem ersten 
entsteht, wenn man FJ’ durch die Seitenflichen einer Pyramide mit der 
Grundfliche F’ ersetzt. Denn dadurch kann die Beweglichkeit des Polyeders 
nicht verringert werden. Dasselbe ist auch leicht analytisch einzusehen: 
Wir fiigen zu der Matrix M die drei Reihen hinzu, die den drei Be- 
dingungen entsprechen, deren Erfiillung die Starrheit der simtlichen 
Seitenflichen der Pyramide zur Folge hat. Simtliche 3n + 3-reihigen 
Determinanten der neuen Matrix werden verschwinden, wenn die samt- 
lichen 3n-reihigen Determinanten von M verschwinden. Also folgt aus der 
infinitesimalen Beweglichkeit des urspriinglichen Polyeders.dieselbe Eigen- 
schaft fiir das neue, selbst wenn wir fiir dieses letztere die Starrheit der 
Flache F’ aufrecht erhalten. Ist das urspriingliche Polyeder konvex, so ist 
auch das neue konvex, falls wir die Héhe der hinzugefiigten Pyramide 
geniigend klein wihlen. Aus der infinitesimalen Starrheit simtlicher kon- 
vexer Trigonalpolyeder folgt also dieselbe Eigenschaft fiir simtliche kon- 
vexe Polyeder. Wir beschréinken uns deswegen von jetat an auf Trigonalpolyeder. 


2. Wir bezeichnen eine Seitenfliiche, ihre drei Kanten und ihre drei 
Ecken als Randelemente, alle tibrigen Elemente der Polyeder als innere. 
Die Starrheit simtlicher Seitenflichen folgt hier aus der Starrheit der 
Kanten. Halten wir also die drei Randecken fest, so werden die der 
Voraussetzung entsprechenden, die Beweglichkeit des Polyeders einschriinken- 
den Bedingungen ausgedriickt durch die Starrheit simtlicher innerer Kan- 


ten. Ist @ die Anzahl der Kanten, so ist “t die Anzahl der Flichen und 


also nach der Eulerschen Formel die Anzahl der Ecken gleich ; + 2. 
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Wir haben also 9 —3 Bedingungen fiir die 3(< —1) Koordinaten der 


inneren Ecken. Die Matrix M ist also quadratisch und die Bedingung . 
fiir die infinitesimale Starrheit des Polyeders ist das Nichtverschwinden 
der Determinante 


D= 00 0---2,—a, y,—y, 24,—4,9 0 0---2,—4, y,—y, 4,—4,0 0 0---. 
Hier entspricht jede Reihe einer Bedingung von der Form: 
(1,—%)° + (¥,—m)? + (4-4)? = 53, 
3. Je drei Kolonnen der Matrix von D entsprechen einer inneren 
Ecke des Polyeders. Jede dreireihige Determinante der aus solchen drei 


Kolonnen bestehenden Matrix ist, falls sie keine Nullenreihe besitzt, durch 
einen Ausdruck von der Form 

Li— Lin Yi Yip 2i— iy 

T;. k= Li— Lip tae Yi, a Sip» 

Lp— Lips Yi— Yow M4 — Sign 

gegeben, dessen absoluter Wert gleich dem 6-fachen Inhalt des Tetraeders 

ist, das von den drei Strecken P; Py, P; Pons P; Fee gebildet wird. Die 
——> —> 

yr PiPin, PrPi,, 

denselben oder-den umgekehrten Umlaufssinn bestimmen, wie die positiven 

Halbstrahlen der z-, y- und z-Achse. Entwickeln wir die Determinante D 
nach solchen Unterdeterminanten, so erhalten wir fiir D den Ausdruck 


D= + > 1" fe 2... 


Jedes Glied ff ten dieser Summe entsteht auf folgende Weise: Wir 


wih 
Determinante ist positiv oder negativ, je nachdem P; P. 


verteilen die g —3 inneren Kanten zu je dreien auf die : —1 Ecken 
und zwar ordnen wir der Ecke P; die Kanten P; P,,,, PP. P, Pin 20; 
dann bilden wir das Produkt der Inhaltszahlen saimtlicher Tetraeder 
(Pi; Pi iy, P,, iy P,, yy) 

jede mit + 6 oder —6 entsprechend seinem Umlaufssinn multipliziert. 
Die Zahl v, ist gleich der Anzahl der Vertauschungen von zwei Kanten, 
die eine bestimmte soleche Zuordnung — wir wollen als solche etwa die 
mit dem Index k = 1 wihlen — in die k* Zuordnung iiberfiihrt. Addieren 


iy ? 
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wir die simtlichen méglichen Zuordnungen entsprechenden, dergestalt mit 
Vorzeichen versehenen Produkte, so erhalten wir + D. 

Wir werden nun Folgendes nachweisen: 1) Es emistieren fiir jedes 
Eulersche Polyeder solche Anordnungen der inneren Kanten zu Tripeln, dap 
auf den drei Kanten jedes Tripels ein und dieselbe innere Ecke liegt. — 
Damit werden wir gezeigt haben, daB fiir kein Eulersches Polyeder die 
Determinante allein wegen der Verteilung der Nullen in ihrer Matrix ver- 
schwindet, oder, was dasselbe ist, daB die Anzahl der Glieder in der D 
darstellenden Summe von Null verschieden ist. Liegen bei dem Polyeder 
keine drei von einer Ecke ausgehenden Kanten in einer Ebene, eine fiir 
konvexe Polyeder stets erfiillte Bedingung, so werden die Glieder in dieser 
Summe alle von Null verschieden sein. — 2) Die Zahl v, (d. i. die An- 
zahl der Kantenvertauschungen, die die erste Zuordnung in die k* iiber- 
fiihren) vermehrt um die Anzahl der Umlaufssinndnderungen, die die 
Tetraeder (P;, P,., Pin, Pim) durch diese Kantenvertauschungen erleiden, 
ist bei konvexen Polyedern gerade. — Daraus folgt, daB D durch die 
Summe lauter von Null verschiedener GréBen mit gleichem Vorzeichen 
dargestellt wird und deswegen von Null verschieden ist. Mit diesem Nach- 
weis werden wir also unser Ziel erreicht haben. 


4. Wir fiihren den Beweis fiir die Existenz der im vorigen Abschnitt 
erklirten Zuordnungen (wir bezeichnen sie mit den Buchstaben ) rein 
topologisch. Wir setzen von den zu betrachtenden Polyedern nur voraus, 
daB sie einfachen Zusammenhang besitzen und daB zwei ihrer Ecken 
hichstens durch eine Kante verbunden sind, Eigenschaften, die fiir kon- 
vexe ebenflichige Polyeder stets erfiillt sind. — 

Existiert eine Zuordnung ®’ fiir das Polyeder TT’, so existiert auch 
eine solche, ®, fiir das Polyeder TI, das aus TT’ entsteht durch zentrale 
Zerlegung eines inneren Dreiecks in drei Dreiecke. Wir erhalten aus 9’, 
wenn wir die drei neuen Kanten der neuen Ecke 
zuordnen. Wir kénnen deswegen unsere Betrachtung 
beschriinken auf solche Polyeder, die keine innere 
dreistrahlige Ecke haben. 

Es mége nun TT eine vierstrahlige innere Ecke 
A mit den Kanten AB, AC, AD und AE haben 
(s. Fig. 1). Nach unseren Voraussetzungen sind B und 
D, sowie C und E je voneinander verschieden und es 
kénnen auf TT nicht gleichzeitig eine Kante BD und eine Kante EC liegen. 
Es mége etwa EC nicht auf TT liegen, dann bilden wir aus TT ein neues 
Polyeder TT’, indem wir die vier an A liegenden Dreiecke ersetzen durch 
die beiden Dreiecke BEC und DEC. 
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Fig. 1. 
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Wir bestimmen ferner das Randdreieck fiir Tl’ so, daB EC innere 
Kante von TT’ wird. Das ist sicher méglich, da auf TT’ sicher noch andere 
Dreiecke als BEC und DEC liegen. Gibt es nun nach dieser Bestim- 
mung eine Zuordnung ©’ fiir TT’ und ist durch sie EC etwa dem Punkte C 
zugeordnet, dann erhalten wir ® aus ®’, indem wir die Zuordnung fir 
die TT und TTI’ gemeinsamen Kanten bestehen lassen und AB, AE und 
AD der Ecke A zuordnen. 

Da fiir TT’ ebenfalls unsere beiden Voraussetzungen erfiillt sind, so 
kénnen wir dieselbe Reduktion auf eine etwa in TT’ vorhandene vierstrahlige 
Ecke anwenden und erhalten ©’ aus der Zuordnung ©” fiir das reduzierte 
Polyeder genau so wie ® aus ©’. Wir erkennen so, daB wir unsere Be- 
trachtungen beschriinken kénnen auf solche Poly- 
eder, die weder dreistrahlige noch vierstrahlige 
innere Ecken besitzen. — Wir erkennen auch leicht; 
daB unsere Voraussetzungen beide notwendig sind. 
Denn die Voraussetzung des einfachen Zusammen- 
hanges muB schon deswegen gemacht werden, damit 
die Anzahl der inneren Kanten dreimal so groB 
ist, wie die Anzahl der inneren Ecken. Die Voraus- 
setzung, dab zwei Ecken nur durch eine Kante ver- 
bunden sind, wurde bei der Reduktionskonstruktion benutzt und das neben- 
stehende Beispiel (Fig. 2) zeigt, dab, wenn die Voraussetzung nicht erfiillt 
ist, auch gar keine Zuordnung der gewiinschten Art zu existieren braucht. 

Es mége nun TT eine fiinfstrahlige innere Ecke A mit den Kanten AB, 
AC, AD, AE und AF besitzen. Dann sind nach unseren Voraussetzungen 
B, C, D, E, F alle voneinander verschieden und es gibt héchstens eine 
Kante von TT, die Diagonale des Fiinfecks BCDEF ist. Wir kénnen 
also annehmen, daB auf TT keine Kanten FC und F'D liegen. Bilden wir 
dann Tl’ aus TI, indem wir die fiinf Dreiecke mit der Spitze A ersetzen 
durch die drei Dreiecke mit der Spitze F, und existiert dann eine Zuord- 
nung ©’ fiir TT’, so kénnen wir aus %’ eine Zuordnung 9 fiir TT ableiten 
auf drei verschiedene Weisen je nach der Art, wie durch ©’ die Kanten FC 
und FD den Ecken zugeordnet sind. Die drei verschiedenen Fille sind in 
den folgenden Figuren 3, 4,5 dargestellt, wobei die in Betracht kommen- 
den Kanten mit Pfeilen versehen sind, die von derjenigen Ecke ausgehen, 
der die Kante zugeordnet ist. 

Zur Erliuterung des letzten Falles sei noch bemerkt, dab durch 9’ 
nicht gleichzeitig die Kanten F'C und F'D, sowie FB und FE der Ecke F 
zugeordnet sein kénnen. In Fig. 5 ist deswegen angenommen, da durch 
®’ die Kante FE der Ecke E zugeordnet ist. — Da fir TT’ ebenfalls 
unsere beiden Voraussetzungen erfiillt sind, so kénnen wir dieselbe Re- 


Fig. 2. 
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duktion auf eine etwa in TT’ vorhandene fiinfstrahlige Ecke anwenden und 
erhalten ©’ aus der Zuordnung ©” fiir das reduzierte Polyeder genau nach 
demselben Verfahren, wie ® aus %’. 





D 
Cc D Cc 
D c D 
/ | E 
E 
B 
/ 
F F 
Fig. 3. Fig. 4 
f D , D 
4 
B A e E 
B 
F F 


Fig. 5. 
Bei keinem Polyeder kénnen die inneren Ecken alle sechs- und mehr- 


strahlig sein. Denn dann wiirden von den inneren . — 1 Ecken mehr als 


: ($ -— 1)— o —3 Kanten ausgehen (man beachte, daB bei der sechsfachen 


Zihlung der inneren Ecken die nach den Randecken gehénden Kanten nicht 
doppelt gezihlt werden). Es gibt aber nur 9 — 3 innere Kanten. — Durch 
die oben dargestellten Reduktionen fiir drei-, vier- und fiinf-strahlige Ecken 
kénnen wir also fiir jedes Polyeder saimtliche innere Ecken wegschaffen 
bis ein Polyeder TT° iibrig bleibt, das aus zwei von den Randkanten be- 
grenzten Dreiecken besteht. Da TT° aber keine innere Ecke und Kante 
besitzt, ist fiir TT° die Zuordnung ° trivial. 

Hiermit haben wir die Existenz der Zuordnung ® fiir jedes Trigonal- 
polyeder TT bewiesen, das die beiden Voraussetzungen erfiillt. Wie bemerkt, 
treffen diese Voraussetzungen sicher ein, wenn das Polyeder konvex und 
ebenflichig ist. 


5. Wir betrachten einen geschlossenen Polygonzug Z mit n Ecken 
auf dem Trigonalpolyeder Tl. Nach Ausscheidung der Ecken und Kanten 
31* 
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von Z zerfallt TT in zwei Teile, von denen der eine, TT’, nur imnere Ecken, 
Kanten und Flachen enthilt. Ihre Anzahlen seien FE‘, K‘, F’. Nach der 
Eulerschen Formel ist: 

Ki+1= E+ Fi, 
ferner weil simtliche Flichen Dreiecke sind: 


. 5 om n 
K'a — Fi =. 


Aus diesen beiden Beziehungen folgt: 

Ki=—3E'+n—3. 
Daraus folgt aber: Von den Kanten von TV sind bei jeder Zuordnung ® 
den Ecken des Zuges Z n—3 sugeordnet. 

Wir betrachten nun einen ProzeB, durch den man von einer Zuord- 
nung zu jeder beliebigen anderen kommen kann. Sei etwa bei 9, die 
Kante P,P, der Ecke P,, die Kante P,P, der Ecke P, zugeordnet, bei 
®, dagegen P,P, der Ecke P,, P,P, der Ecke P,, dann gibt es sicher 
eine Kante P,P,, die in ®, der Ecke P,, in ®, der Ecke P, zugeordnet 
ist. Beriicksichtigen wir nun die Endlichkeit der Kantenanzahl, so ergibt 


diese Betrachtung einen geschlossenen Polygonzug P,, P.,,--- Pain Pm 
von der Art, daB bei ® jede Kante P,,,;P,,,,,, der Ecke P,,,,, bei %, 


dagegen P,,,,,, zugeordnet ist. Einen geschlossenen Polygonzug, dessen 
Kanten und Ecken bei einer Zuordnung ® einander paarweise zugeordnet 
sind, wollen wir einen Ring von ® nennen. Wir erkennen aus dem Vorher- 
gehenden: von einer Zuordnung ®, kommt man zu einer beliebigen anderen 
Zuordnung D,, indem man die Zuordnung , durch Umkehrung der Zu- 
ordnung in einem oder mehreren Ringen transformiert. 

Wir wollen sagen, an einer Ringecke besteht eine Kreuzwng, wenn 
die beiden in der» Ecke zusammenstoBenden Ringkanten getrennt werden 
yon den anderen beiden der Ecke zugeordneten Kanten. 

Es mégen nun zu v Ringecken je zwei zum TT des Ringes gehérende 
Kanten zugeordnet sein, dann enthalt der Ring nach dem oben Bewiesenen 
n — 3 — 2v Kreuzungen. 

Bei der Ringtransformation werden die » Kanten im Hinblick auf 
ihre Zuordnung zu den Ringecken zyklisch vertauscht. Diese zyklische 
Vertauschung der » Kanten wird aber erzeugt durch nm — 1 + 2u (u ganze 
Zahl >0) Vertauschungen von Kanten zu je zweien. Daraus ergibt sich: 
Die Anzahl der Kreusungen eines Ringes vermehrt um die Anzahl der 
Kantenvertauschungen, die der Ringtransformation entsprechen, ist stets ge- 
rade (niimlich gleich 2n—4+2u—2y). 

Werden die von einer Ecke ausgehenden Kanten s, und s,’ durch 
die von derselben Ecke ausgehenden Kanten s, und s, getrennt, so hat 
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bei einer konvexen Ecke das Tetraeder (s, s,s,) den umgekehrten Umlaufs- 
sinn wie (s,’s,8,), denn bei einer konvexen Ecke liegen s, und s,' auf ver- 
schiedenen Seiten der Ebene durch s, und s,. (Bei einer nicht konvexen 
Ecke braucht das natiirlich nicht der Fall zu sein.) Liegt also an einer 
Ringecke eine Kreuzung vor, so wird durch die Ringtransformation bei 
einem konvexen Polyeder der Umlaufssinn des der Ecke zugeordneten Tetra- 
eders verkehrt. Hiermit ist nach dem eben Bewiesenen auch der Beweis des 
zweiten Hilfssatzes erledigt, der aussagt, daB die Anzahl der von einer 
Zuordnung zur anderen fiihrenden Kantenvertauschungen vermehrt um die 
Anzahl der bei dieser Transformation auftretenden Umlaufssinninderungen 
der den Ecken zugeordneten Tetraeder eine gerade ist. 

Zam SchluB sei bemerkt, daB die von uns angewandte Entwicklung 
auch fiir allgemeinere Stabverbiinde, sowohl ebene als riumliche, mit Vor- 
teil angewandt werden kann. 


Genval, 25. September 1915. 
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Funktionen von beschrankter Schwankung 
in zwei reellen Veranderlichen. 


Von 


Watter Kijistermann in Ann Arbor, Mich. U. 8S. A. 


Im Jahre 1905 haben Arzela*) und Hardy**) unabhiangig voneinan- 
der den von Jordan herriihrenden Begriff einer Funktion von beschriinkter 
Schwankung auf Funktionen von zwei Verinderlichen tibertragen. Die 
von den beiden Autoren aufgestellten Definitionen sind nicht gleich- 
lautend, aber die Funktionenklasse A, deren Elemente nach der Definition 
Arzelas von beschriinkter Schwankung sind, hat eine Anzahl wichtiger 
Eigenschaften gemein mit der Klasse H der Funktionen von beschrinkter 
Schwankung im Hardyschen Sinne. Somit driingt sich die Frage auf: 
Sind die beiden Funktionenklassen wirklich voneinander verschieden, oder 
stimmen sie schlieBlich grundsitzlich tiberein? 

Bekanntlich ist jede beschriinkt veriinderliche Funktion von einer 
Variabeln auch monotonoid, d. h. darstellbar als Differenz zweier positiver, 
monoton steigender, endlich bleibender Komponenten, und umgekehrt. 
Nun zeigt Arzeli, daB jede Funktion der Klasse A isomonotoid ist, d. h. 
in die Differenz zweier isomonoton***) steigender und endlich bleibender 
Komponenten zerlegt werden kann, und daS umgekehrt jede isomono- 
tonoide Funktion zur Klasse A gehért. Hardy beweist fiir Funktionen 
der Klasse H zwar den ersten Teil dieses Satzes. Ein Analogon der Um- 
kehrung folgert er jedoch nur nach Auferlegung einer weiteren Bedingung 
auf die isomonotonen Komponenten (s. u. § 2). Daraus folgt, daB die 
Klasse H in A enthalten ist, und wenn sich eine Funktion der Klasse A 
finden laBt, welche nicht zur Klasse H gehért, so ist A umfassender als H. 


*) Arzela, Sulle funzioni di due variabili a variazione limitata, Bologna Rend. 
9 (1904/5), S. 100. 
**) Hardy, On double Fourier Series, Quart. Journ. of Math. 37 (1905/6), S. 53. 
*) Wir nennen eine Funktion zweier reellen Variablen isomonoton, wenn sie 
nach beiden positiven Achsenrichtungen in gleichem Sinne monoton ist. 
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Dies trifft nun in der Tat zu, wie wir zeigen werden durch die Kon- 
struktion einer Funktion, welche isomonoton steigend und dennoch nicht von 
beschrinkter Schwankung im Sinne Hardys, iibrigens sogar stetig ist (§ 3). 

Die Funktionen beider Klassen sind integrabel, fiir ihre Integrale existiert 
ein Analogon zum zweiten Mittelwertsatz*), und sie selbst lassen eine Ent- 
wicklung in konvergente Fouriersche Doppelreihen**) zu. Da jedoch nach 
der Hardyschen Definition die Identitit zwischen Funktion von beschrink- 
ter Schwankung und isomonotonoider Funktion nicht erhalten bleibt, 
wohl aber nach der von Arzela, so méchten wir die letztere nicht nur 
als die wmfassendere sondern auch watiirlichere Verallgemeinerung der 
Jordanschen Idee bezeichnen. Wenn trotzdem in neueren Veréffentlichungen 
Lebesgue***) und W. H. Young?}) die Hardysche Definition benutzen, 
ohne der Arbeiten Arzelas Erwaihnung zu tun, so beruht das vermutlich 
auf Unkenntnis dieser Arbeiten, welche in einer wenig verbreiteten Zeit- 
schrift erschienen sind. Wie dem auch sei, die Bezeichnung ,,Funktion von 
beschréinkter Schwankung in zwei Variabeln“ erweist sich auf Grund der 
hier vorzunehmenden Feststellung, als nicht eindeutig, sondern auf zwei 
tatsiichlich verschiedene Funktionenklassen anwendbar. 

Wir rekapitulieren kurz die Definitionen von Arzela und Hardy und 
verweisen den Leser fiir ausfiihrlichere Belehrung auf die Originalarbeiten. 


$ 1. 
Beschrinkte Schwankung im Sinne Arzelas. 


Im Rechteck ABCD, parallel den Koordinatenachsen, sei die be- 
schrinkte Funktion z(x,y) definiert. Wir nennen’ eine steigende Linie 
(linea saliente) jede stetige Kurve, welche von einem bewegten Punkte so 
durchlaufen werden kann, daB entweder beide Koordinaten des Punktes 
stetig wachsen oder auch nur die eine wichst, wihrend die andere kon- 
stant bleibt. 

Sei m ein Punkt im Innern oder auf der Begrenzung des Rechtecks 
und /, eine steigende Linie von der linken unteren Ecke A bis m. Man 
fixiere auf J, die Teilpunkte m,, m,,---,m, in endlicher Anzahl und 


*) Siehe Arzeli, Sul secondo teorema della media per gli integrali doppii, 
Bologna Mem. 10, 8. 99 —189. 
**) Siehe meine Inauguraldissertation: Uber Fouriersche Doppelreihen und das 
Poissonsche Doppelintegral, Miinchen, 1913. 
**) Lebesgue, Sur l'Intégration des Fonctions discontinues, Ann. de |'Ecole 
Normale (3), 27 (1910), 8. 361. 
+) W. H. Young, On multiple Fourier Series, Lond. Math. Soc. Proc. (2), 11 
(1912), S. 133. 
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ganz willkiirlich, jedoch so, daB sie in der gegebenen Ordnung von dem 
bewegten Punkte angetroffen werden. z(m,) bedeute den Funktionswert 
im Punkte m,. Offenbar ist 


a(m,) — 2(A) + 2(m,) — 2(m,) + --- + 2(m) — 2(m,) = z(m) — 2(A). 
Die Differenzen z(m,) = 2(m,_,) sind teils positiv, teils negativ; sei p,, 
die Summe der positiven, — , die der negativen, so gilt: 

2(m) — z(A) = p,, — m,, 
und diese Beziehung besteht unabhingig von der Wahl der Teilpunkte. 
Die Menge der m, (resp. ,) fiir alle méglichen Einteilungen der Linie /, 
hat eine obere Schranke P,, (resp. N,,). Wir setzen sie als endlich voraus, 
dann folgt: 

2(m) — 2(A) = P,, — NV,,. 


Fiir eine beliebige andere steigende Linie von A bis m, sagen wir l,, 
besteht ahnlich: 
a(m) — 2(A) = P,,— M;,. 
Zu der Gesamtheit aller steigenden Linien von A bis m gehért eine 
Zahlenmenge P,,, P,,, --- (resp. Ni,, Ni, ---), welche eine obere Schranke 
P(m) (resp. N(m)) besitzt. Setzen wir wieder P(m) und N(m) endlich 
voraus, dann ist: 
z(m) — 2(A) = P(m) — N(m). 

Hat schlieBlich eine der Funktionen P(m), N(m) im abgeschlossenen 
Rechteck ABCD eine endliche obere Schranke, so gilt das Gleiche 
von der anderen und Arzela bezeichnet z(z,y) als Funktion von be- 
schrankter Schwankung im Rechteck. 

Er beweist den. Satz: Jede Funktion von beschriinkter Schwankung 
(der Klasse A) ist isomonotonoid und umgekehrt. 


§ 2. 
Beschriinkte Schwankung im Sinne Hardys. 
Im Rechteck (a, b; A, B), definiert durch die Ungleichungen 
a<2r<A, b<ysB, 
sei eine beschrinkte Funktion f(x,y) gegeben. Als Zuwachs von f(z, y) 
in diesem Rechteck bezeichnet man: 
Af (a, 6; A, B) =f (A, B) — f(a, B) — f(A, b) + f(a, db). 
Nehmen wir ein endliches Wertsystem fiir z: 
a=4,<4,<---<a,<---<a,=—A, 

und ein endliches Wertsystem fiir y: 


b=b <b <---<b<---<b—B, 
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dann ist 
m—1 a-—1 


(1) Af (a, b; A, B) -2) oor (diy bys y555 O41) 


= P(a, b) — N(a,,b 


ir 95), 


falls P(a,, b,) (resp. — N(a,, b,)) die Summe der positiven (resp. negativen) 
Zuwichse Af in der Doppelsumme von (1) bedeutet. Die Summe der 
Absolutzuwiichse von f(z, y) in dem System von Rechtecken 


(a,, b,; a b 


i+1? 4-1) 


m—-1 n-—1 


(2) T (a,,b 4) 2, 2 flan? a 41) b;.,)| 


- PCa, b;) + N(a,, b 


i? 4) 
Hardy nennt f(x, y) eine Funktion von beschrinkter Schwankung, 
wenn erstens fiir jedes §, 7 des Rechtecks (a,b; A, B) die Funktionen 

f(x, 4) und f(&, y) von beschriinkter Schwankung in z resp. y sind, und 
swellene T(a,,b,) eine endliche obere Schranke 7'(a,b; A, B) besitzt fir 
alle méglichen Wertsysteme a,,b;. Es folgt dann aus (1) und (2), dab 
auch P(a,,b;), N(a,,6,;) endliche ‘obeve Schranken haben. Hardy beweist 
nun folgenden Satz nebst seiner Umkehrung: 

Jede Funktion von beschriinkter Schwankung (der Klasse H) im Rechteck 

(a,b; A, B) kann dort dargestellt werden in der Form 


6, (x, y) — 9,(, y), 
wo 0, d. h. jede der beiden Funktionen 6, und 0,, die folgenden Bedingungen 
erfiillt: 
O(a, y) 20, 
O(a, y) — O(z,y)>0 fir y>y, 
(3) 6(2, y) — 9, y)=0 ” a>, 
lao 13% Y) = O(a, y) — 9(E, y) — O(a, n) + 96, 0) 
>0 fir «>&, y>*7. 





Die ersten drei Bedingungen in (3) geniigen, um @ positiv und steigend 
isomonoton zu machen. Die vierte ist der Hardyschen Methode eigen- 
tiimlich und erscheint nicht bei Arzela. Es bietet meist Schwierigkeiten 
eine gegebene equimonotone Funktion auf diese Bedingung zu unter- 
suchen. 
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g 3. 


Beispiel einer isomonotonen Funktion welche nicht von beschrinkter 
Schwankung im Sinne Hardys ist. 


Im Rechteck (a, b; c,d), definiert durch die Bedingungen: 
asrz<se, bioycd, 


sei die folgende Funktion vorgelegt: 


; es z—a _ #—a\y—d 
(1) v(2,y)—A+x~—“ + x(1 sa) 3 
ow 


+: . . . . w . . 
Sie ist stetig und steigend isomonoton, da beide nie negative 


Ox’ dy 

Werte annehmen. Bei konstantem x wird w eine lineare Funktion von y, 

bei konstantem y eine lineare Funktion von xz. Im besonderen hat man: 
v(c,y) = v¥(z,d)—A+x, 

d. h. die Funktion ist konstant lings der rechten und oberen Berandung 

des Rechtecks. Ihr Zuwachs ist: 

Av(a, b; c,d) = v(¢, d) — v(a, d) — (ce, b) + v(a, b) = — x. 

Betrachten wir nun im selben Bereich die Funktion: 

(iL) (2,y) =A +x 2—*.9—%. 

Sie ist ebenfalls stetig, isomonoton steigend und in bezug auf jede ein- 

zelne Veranderliche vom ersten Grade. Doch diesmal gilt: 


g(a, y)= p(x, b) = A, 
d. h. die Funktion bleibt konstant liings der linken und unteren Kante 
des Rechtecks. Ihr Zuwachs ist: 

Ag(a, b; c,d) = +x. 

Wir wollen nun im Quadrate (0,0; 1,1) eine Funktion F(z, y) auf- 
bauen, welche, obgleich isomonoton und sogar stetig, doch nicht von be- 
schriinkter Schwankung im Sinne Hardys ist. 

Teilen wir das Quadrat durch die Geraden: 


u—i1 
sds agher | 
—1 u,v = 1, 2,3,--- 
ie ener 
in eine abzihlbare Menge von Rechtecken r,, — d. h. (%,, 9,3 2.41) Ypai1) — 


und ordnen die r,, in Gruppen g,, 9),---;%m,*** derart, daB g, alle 
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Rechtecke [r,,,],,, m an der Zahl, enthalt, wofiir «+ v—m-+ 1 ist. In 
jedem [r,,],, sei F(z, y) definiert als Funktion vom Typus (I), wenn m 


ungerade, vom Typus (II), wenn m gerade ausfallt. Dabei soll x = =) 


n—1 
A -> x sein, wenn m entweder gleich 2m — 2 oder gleich 2n—1 ist. 
i=1 
Z. B. schreibt sich Gleichung (I) fir das Rechteck [r,,],,, in welchem 
m=u+v—1—2n—1, also ungerade ist, wie folgt: 


» Rage best a(t) a 
(4) x,y) = —__—*_ ) : 
? oS ted n* Tu+1—~%,/ 3 = 


Y, +1 
wihrend Gleichung (II) fiir ein [r,,,],, mit geradem m—=—2n—2 folgender- 
maBen lautet: 


“—x y—Y, 


(5) F(z, y) ->'s +3 ; 


x a+i1 —z,, Yi —Yy, 


F(a, y) ist dadurch im gesamten Innern sowie auf dem linken und unteren 
Rande des Quadrats erklirt und zwar eindeutig, wie wir gleich sehen 
werden. Auf dem rechten und oberen Rande sei: 


“> 4 ? 0<esl, 
F(l,y) = F(#,1) = 4=% ey 


Die Funktion ist gewiB stetig und steigend isomonoton in jedem 
inneren Punkte eines jeden r,,. Wir wollen ihre Stetigkeit in y auf jeder 
Parallelen zur Y-Achse nachweisen. Sei etwa x = & (konstant), dann gibt 
es ein x derart, daB: 

@, SE< 2,41. 

Wenn es einen Unstetigkeitspunkt auf dieser Geraden gibt, so kann es 
nur der Schnittpunkt mit einer Geraden y= y, sein. Der Punkt (&, y,) 
liegt auf der Trennungslinie der Rechtecke r,,_, und r,,, welche zu den 
aufeinanderfolgenden Gruppen y,_, und y, gehéren. Ist 1 = x + 1—1 eine 
ungerade Zahl, etwa 2p — 1, und betrachtet man den Punkt (&, y,) zu- 
nichst als auf der Berandung von r,,_, liegend, so ergibt sich in diesem 
Punkte der Funktionswert: 


p- 

F (£ ) a+ 1 §— 2, mT N-1 

-1\S) Y; — a? p" a. om eo Yi—Yi-1 
= 


*+1 * 


p-1 a 

os Pe eae Fa 

-> 2" py? 2 —£ 
i=1 


x+1 % 
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Rechnet man andererseits (£,y,) zur Berandung von r,,, so erhalt man 
fiir denselben Punkt den Funktionswert: 


p—1 ‘ 
Fié,y) -> ats §— «x, 1 1 §—«x, %— 
2\S» Yz _ i? Pp? @4,—*, TS na 2. ) 


Die beiden Werte sind identisch, daher muB die Funktion dort eindeutig und 
stetig sein. Im Falle 2p —2, also gerade ist, hat man 1— 1=2(p—1)—1. 
Fir den Punkt (&, y,), zu r,,_, gehdrig gedacht, gilt also: 
p—?2 
: a +1 1 rey. '¥ f—2, \%—%- 
F,(&y,) = at ( ~~ < 


; hes 
1 (p—1)* 2,,,—2,  (p—1)’ 1— %,) 93 -Ya-1 
‘= 


i=1 
wibrend er, als Randpunkt von r,, betrachtet, den Funktionswert: 


p-i 
7/ke 1 1 
FG w)— Dats 


_— _ 
$— &, ¥.—- 9% 


+17 ¥i41—- MN 


liefert. 
Wieder ist: 
F,(E, y,) = Fi (8, y,), 


woraus wir auf Eindeutigkeit und Stetigkeit von F(&, y) im Punkte (§, y,) 
schlieBen. Um die Stetigkeit von F(&, y) in y auch an der Berandung des 
Quadrats festzustellen, miissen wir folgende Beziehung beweisen: 

; i Pi aa®. 
(6) lim F(&,y)= = 


y=1-0 
Die Gleichungen (4) und (5) ergeben aber ohne weiteres fiir: 


¥,5 9% 41 LSB S245) 
und: 


2+s—1l=—2t—2 oder = 2t—1, 
die Beziehung: 


t—1 t 
™ > 1 ’ Y 1 
\4) 2 < I (&, y) < » 2. 


i=l t=1 





f 
i 
} 
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Wenn sich nun y der Eins niibert, werden s und ¢ unendlich und beide 
2 
Summen in (7) streben demselben Grenzwert * zu. 


Somit verhilt sich F(a, y) stetig und gleichzeitig mit y monoton wachsend 
auf jeder Parallelen zur Y-Achse; aber entsprechend auch auf jeder Parallelen 
zur X-Achse, wie man aus der Symmetrie von F(z, y) in bezug auf die 
Gerade z =y leicht erkennt. Nach einem Satze von W. H. Young*) ist nun 
jede isomonotone in bezug auf jede einzelne der Verinderlichen z, y stetige 
Funktion auch als Funktion der beiden Veriinderlichen 2, y stetig. 

Es bleibt noch der Nachweis zu fiihren, daB F(z, y) nicht von be- 
schrinkter Schwankung im Sinne Hardys ist. Betrachten wir das Quadrat 
(0, 0; %5, Ye), Worin 2q eine beliebige gerade Zahl. Dies Quadrat ent- 
hilt alle Rechtecke der Gruppen g, bis g,,_, einschlieBlich und dazu noch 
andere. Daher muf 7, die Summe der Absolutzuwichse von F(z, y) in 
den Rechtecken dieses Quadrats, gréBer sein als die Summe der Absolut- 
zuwiichse in den Rechtecken der Gruppen g, bis g,,_,, in Zeichen: 


2¢-1 qg 
7, >>) m\AFl,,)nl = >) @n—2+4+2n—1) & 
m=1 n=1 


q 
9, 1 
>> (4n—3) 5 


n=1 


g g 
rests Ps. 


n=1 n=1 
Die erste dieser Summen labt sich beliebig vergréBern durch passende 
2 
Wahl von gq, wahrend die zweite immer unterhalb A verbleibt. Es kann 


also die Gesamtschwankung im Quadrate (0,0; 1,1) nicht eine endliche 
obere Grenze G haben. Denn wihlt man q so grob, da 7, > G, so ent- 
spricht ihm eine Einteilung des Einheitsquadrats in eine endliche Zahl 
von Rechtecken**) derart, daB die Summe der Absolutzuwiichse von F(z, y) 
in diesen Rechtecken G iibersteigt. 


*) W. H. Young, A note on monotone functions, Quart. Journ. of Math., 41 
(1909/10), S. 79. 
**) Den Rechtecken niimlich, in welche die endliche Zahl von Geraden: 
Sa w= 2,8,---,2q, 
y¥=¥Y,, y= 2,3,---,2q 
das Einheitsquadrat zerlegt. 
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Uber die Approximation stetiger Funktionen durch lineare 
Aggregate von Potenzen. 


Von 


Orro SzAsz in Frankfurt a. M. 


Einleitung. 


Der folgende Satz riihrt bekanntlich von WeierstraB her: 

,Jede in einem abgeschlossenen endlichen Intervalle (a, b)*) stetige 
Funktion f(z) kann in diesem Intervall durch Polynome mit beliebiger 
Anniherung gleichmiBig approximiert werden.“ Man driickt dies aus, in- 
dem man sagt, dab die Funktionenfolge: 

1, 2, se”, a 
eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervalle (a, b) ist. 

Beschriinken wir uns zuniichst auf das Intervall (0, 1); meines Wissens 
hat sich zuerst Herr S. Bernstein**) mit der Frage beschiftigt, wann eine 
Folge von positiven Potenzen 


_P P P: Pp 
ee oe 6s er. + +s 


eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervall (0, 1) bildet. Er gab hier- 
fiir einerseits hinreichende, andererseits notwendige Bedingungen, die ihn 


zu der Frage fiihrten, ob nicht die Divergenz der Reihe = eine sowohl 


notwendige, wie auch hinreichende Bedingung darstellt. ***) Erst Herrn 


*) Das heibt: a<a<b. 

**) S. Bernstein, a) Sur les recherches récentes relatives 4 la meilleure approxi- 
mation des fonctions continues par des polyndmes [Proceedings of the fifth inter- 
national congress of mathematicians (Cambridge, 22—28 August 1912) Cambridge, 
1913, Vol. J, S. 256—266], S. 264. — b) Sur l’ordre de la meilleure approximation des 
fonctions continues par des polyndmes de degré donné. [Mémoires publiés par la 
Classe des sciences de l’'Académie Royale de Belgique, 4°, II. série, t. IV, 1912, 1048.]. 

***) Die allgemeinste von Herrn Bernstein abgeleitete notwendige Bedingung lautet 
‘a. a. O. by, S. 88—84): 

Es darf keine Folge von positiven Zahlen 

| a Se Se 





re 


l- 
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Miintz*) gelang es (unter der Voraussetzung: p, > p,_,, die sich unmittel- 
bar auf lim p, > 0 erweitern lieB) diese Frage, und zwar in bejahendem 


Sinne zu beantworten.**) 

Ich hatte Gelegenheit, die Arbeit des Herrn Miintz schon im Manu- 
skript zu lesen, und daran einige Bemerkungen zu kniipfen. Aber sein 
Beweis entbehrt meiner Ansicht nach noch der erreichbaren Einfachheit 
und Ubersichtlichkeit. Es la8t sich naimlich sowohl die Anwendung der 


existieren, fiir welche die beiden Reihen 


> 4, ud > e~ Pv oy 
0 0 
gleichzeitig konvergieren. 
Es 1a8t sich leicht zeigen, daB diese Bedingung mit der folgenden einfacheren 
gleichbedeutend ist: Die Reihe “S» u, muB fiir 


1 fir p, <i, 


_—— |= tere 


tir p,>1, 
Py 


divergieren. 
Die obige Bedingung l48t sich niimlich so formulieren: die Reihe 


>’ (8, + e~ Prdr) 
muB stets divergieren. Nun ist aber stets 
ber >y, 


und es gibt einen Wert von d,, fiir den hier die Gleichheit gilt, woraus die Richtig- 
keit unserer Behauptung unmittelbar folgt. 

*) Ch. H. Miintz, Uber den Approximationssatz von Weierstra8 [Mathem. Abhand- 
lungen H. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914, 8. 303—312]. Daselbst auch Literatur- 
nachweis, zu dessen Ergiinzung noch auf eine Arbeit des Herrn L. Fejér: Uber die 
Laplacesche Reihe [Math. Ann. 67 (1909), 8S. 76—109], S. 97—99, und auf die daselbst 
angefihrten Stellen verwiesen sei. Man vgl. ferner: G. Faber, Uber stets konvergente 
Interpolationsformeln [Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung XIX 
(1910), 8. 142—146], 8. 143—144. — §S. Bernstein, Démonstration du théoreme de 
Weierstrass fondée sur le caleul des probabilités [Communications de la Société 
mathématique de Kharkow, 2° série, XIII (1912), 8. 1—2]. 

**) Die Herren E. Schmidt und F. Riesz haben das allgemeinere Problem behandelt: 
gegeben sei eine unendliche Folge im Intervall (a,b) definierter reeller stetiger Funk- 
tionen , (x), p,(x),..., was sind die Bedingungen dafiir, dab jede im Intervall (a, b) 
definierte stetige Funktion durch lineare Aggregate der g, gleichmiBig approximiert 
werden kann? Man vgl. E. Schmidt, Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen 
vorgeschriebener [Math. Ann. 63 (1907), 8. 4833—476; Dissert. Géttingen (1905), 34 8.]. — 
F. Riesz, a) Sur une espéce de Géométrie analytique des systémes de fonctions som- 
mables [Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Acad. des Sciences, Paris, 
144 (1907), S. 1409—1411]. b) Sur certaines systémes singuliers d’équations intégrales 
[Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 3° Série, T. 28 (1911), 8. 383—62], 
S. 51—54, 
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auf unendliche lineare Gleichungssysteme beziiglichen Schmidtschen Resul- 
tate, wie auch der Fourierschen Entwicklungen vermeiden. Ferner bemerke 
ich, daB sich der Beweis ohne erhebliche Abainderung auch auf komplexe 
p, mit positiv reellem Teil erweitern lé8t und auch fir den Fall lim R(p,) = 0 


v= 


gewisse Schliisse zuliBt. Der zu beweisende Satz lautet nun: 
Satz 1. Damit die Folge 


(1) rh am 2 = 1, PH, OP, + +5 R(p,) > @, P, + P, 


eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervall (0,1) sei,*) ist notwendig, 


daB 2 ae divergiert, und hinreichend, dap 2 ; fay . : divergiert.**) 

Hierbei diirfen die stetigen Funktionen auch komplexe Werte an- 

nehmen, sind also allgemein von der Form 
f(x) = p(x) + iv(2), 
wo (zx), v(x) reelle stetige Funktionen sind. 

Offenbar gilt der WeierstraBsche Satz auch fiir komplexe Funktionen 
reeller Verinderlichen, denn man braucht ja nur g(x) und w(x) gesondert 
zu approximieren; natiirlich werden jetzt die Niherungspolynome von /(z) 
komplexe Koeffizienten haben. 

In § 1 erinnere ich an einen lingst bekannten Determinantensatz; 
in § 2 beweise ich einen Satz iiber Approximation im Mittel; in § 3 be- 
weise ich den Satz I. In § 4 beschiiftige ich mich mit Approximationen 
durch trigonometrische Funktionen; schon der Satz 1 gestattet hierauf be- 
ziigliche Schliisse. Weitere Resultate leite ich auf anderem Wege ab. Ins- 
besondere wird bewiesen, daB die Funktionenfolge 


1, Z, cos 9,2, sin 9,2, e, +e, > 0 (v= 1, 2,3,---) 


sicher dann eine Basis in jedem endlichen Intervall darstellt, wenn fiir 


nu 
ein positives d die Reihe > ixg divergiert. 
e, 
1 


*) Ich werde hierfiir gelegentlich kurz Basis sagen. 

**) In der Exponentenfolge mu8 dié Null vorkommen, denn sonst wire schon 
f(x) =1 im Nullpunkte nicht mit beliebiger Genauigkeit approximierbar. 

Die Voraussetzung p,+-p, bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, 
denn fiir unser Problem ist es gleichgiiltig, ob ein Exponent nur einmal oder 6fter 
vorkommt. 

R(x) bedeutet — wie iiblich — den reellen Teil von x. — Unter x?» will ich 
den Hauptwert dieses vieldeutigen Ausdrucks verstehen. 

Der von Herrn Miintz bewiesene Satz ist in Satz I enthalten; man vgl. § 3. 
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§ 1. 
Ein Determinantensatz. 
In der Determinante n*” Grades [a,,|" sei 
“n= ; ? 
q+ 


LT% — %) &%— 
D,=‘2* (i, k=1,2,--+,n). 


T Ta: + n) 


dann ist ihr Wert*) 


Ist insbesondere 


Y= + > r= 3,+ ; (¢=1,2,---,m)*™), 
so ist 
1,n 
, H\s-% 

1’ yan i>k 4 
(2) lara + 7 he - ia 

IT@+8&4+» 

t.k=l1 

§ 2. 
Uber die Approximation im Mittel. 
Sei 

(3) Ay, dg, Agy* °° 


eine Folge reeller oder komplexer Zahlen, die nur der Bedingung unter- 
worfen sind: 


(3’) A+4,, RA) >— : (v= 1,2,3,---); 


f(x) sei eine (reelle oder komplexe) stetige Funktion der reellen Ver- 
anderlichen z im Intervall (0,1). Wenn es zu einer beliebig kleinen 
positiven Zahl ¢ einen Ausdruck 


a, a + 272 + cee - a, x'n 


*) A. Cauchy, Mémoire sur les fonctions alternées et sur les sommes alternées 
[Exercices d’analyse et de phys. math. II (1841), 8. 151—159 (Euvres completes 2° sér. XII, 
im Erscheinen)|. — Auszug mehrerer Schreiben des Dr. Rosenhain an Herrn Professor 
Jacobi iiber die hyperelliptischen Transzendenten [Journal fiir die reine und ange- 
wandte Mathematik 40 (1850), S. 319—360], S. 350—351. — F. Joachimsthal, Be- 
merkungen iiber den Sturmschen Satz [ebenda 48 (1854), 8. 386—416], S. 414. — 
R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, vierte Aufl., Leipzig 1875, 
8. 92—94. — S. Giinther, Lehrbuch der Determinantentheorie, zweite Anufl., Erlangen 
1877, 8. 111—112. — Th. Muir, The Theory of Determinants in the historical Order 
of Development, London, Vol. I second edition 1906, S. 342—345; Vol. II 1911, 
8S. 171—172. 

**) 3; bedeutet die zu s, konjugierte komplexe Zahl. 

Mathematische Annalen. LXXVII 32 
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gibt fiir den 


S\f@) — (qa +--+ + aan) [Pda <e 


0 


wird, so sagt man, f(x) sei durch die Funktionenfolge 
(4) wh, ge, zh... 
im Mittel approximierbar im Intervall (0,1). Ist die Funktion gleichmabig 
approximierbar, so ist sie offenbar auch im Mittel approximierbar im be- 
trachteten Intervall. Daher ist die Approximierbarkeit im Mittel eine 
notwendige Bedingung fiir die gleichmaBige Approximierbarkeit. Ich be- 
weise nun den 

Satz A. Dafiir, daB jede stetige Funktion im Intervall (0,1) durch die 
Folge (4) im Mittel approximierbar sei, ist notwendig und hinreichend, dag 


Se divergiert. Dabei sind die 4, der Bedingung (3') unter- 
1 

worfen.*) 

Beweis. Sei A, eine positive ganze Zahl oder Null und 

Ag # A, (vy = 1, 2,3,---). 

(Wenn ein solches A, nicht existiert, so geniigt es, sich auf den Weier- 
straBschen Satz zu berufen.) 

Ich bestimme zuniichst das Minimum des Ausdrucks 


1 
{ we + ue +--- + uaa dx 
0 


bei beliebiger Verinderlichkeit der komplexen Variabeln u,, u,,---,u,. Es 
handelt sich darum, das Minimum m, der positiv definiten Hermiteschen 
Form 

n 1 


~ 1 
ry] ana Ay +A —_ 
> C,,, U, % CL, = | xiet*e ds = —_——_ 
(7 at med 2) vu « ? 
¥,4=0 0 4+4,+1 


unter der Nebenbedingung u,— 1 zu bestimmen.**) Man iiberzeugt sich 
leicht***), daB die gesuchte GréBe den Wert hat: 


*) Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, bleibt die Bedingung unverindert, wenn 
man sich auf reelle stetige Funktionen beschriinkt. 
**) Bei der Auswertung von ¢,,, kommt die Voraussetzung ®(1,) > — : zur 
Anwendung. 
***) Offenbar existiert das Minimum; setzt man nun u, = v, + iw,, so erhalt man 








= 
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na Levee 
a OS 


also, mit Riicksicht auf @): 
i,n 
I i, — 1, TT\+,-—-+,/ 


a y>K 


mn, = — ta —» 
i] @+4,.+1) JJ @,4+4,4+ 
¥,u=0 ¥,u=1 
und hieraus 
Li, - 
me ; 


n — SFI lty+a,41 


Offenbar ist 
0< m.,<™,, 


so daB also lim m, =m immer existiert; x’ ist durch die Folge (4) im Mittel 


approximierbar oder nicht, je nachdem m=O oder m>0 ist. Setzt man nun 
A, = 6, + it, (vy = 1,2,3, ---), 
so wird 
4, —4, . (6, — 49)? + i 
143,41| ~ 6444+) +2 °° Vv» 
wobei 


(26, + 1) (2% + 1) 


G+ tifa? 





ist. Also ist m=O, wenn Sr. divergiert, und m >0O, wenn >. kon- 


vergiert. Nun folgt aus der Beziehung 
1 + 26, 1+ 20, 1 


if-e+a @+4+i'+a &+1)R6,—4) 
6, Ay + IP + 

unmittelbar, daB die Reihen 
~ 7 1+ 26, 
> y, und > i+e+ 
1 


1 


eine reelle quadratische Funktion in den v,, w, und findet durch Differenzieren fiir 


das Minimum die Bedingungen 


>’ c,,4,=9 (w= 1,2,---,m), 
" 
und hierzu tritt demnach die Gleichung (wegen 4%, = 1) 
n 
> Cio %, =m, ; 
0 
berechnet man aus dem so entstehenden Gleichungssystem u, und beachtet, daB 
u, =1 sein mu, so erhb&lt man unmittelbar fiir m, den oben angegebenen Wert. 


82° 
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gleichzeitig konvergieren oder divergieren. Wenn also >» 5 ee diver- 
1 , , 

giert, so ist jede Potenz 2 (4,—0,1,2,---) und demnach, mit Anwendung 

des WeierstraBschen Satzes, auch jede stetige Funktion durch die Folge 


(4) im Mittel approximierbar; ist dagegen > a konvergent, so 


ite te 
ist keine Potenz 4,+-4, (v=1,2,---) durch die Folge (4) im Mittel approxi- 
1 . 4j— a, | 

21,41 y i +4, +1] 
stelit die untere Schranke der im Mittel erreichbaren Annaherung von 
ze im Intervall (0,1) dar. 

Damit ist Satz A bewiesen; insbesondere folgt hieraus als notwendige 
Bedingung, daB die Folge (1) unendlich viele Glieder enthalten muB. 

Ubrigens ist unter denselben Bedingungen auch jede samt dem 
Quadrate ihres absoluten Betrages im Lebesgueschen Sinne integrierbare 
Funktion durch die Folge (4) im Mittel approximierbar, denn jede solche 
Funktion ist durch stetige Funktionen im Mittel approximierbar. Ist nim- 
lich f(z) = p(x) + v(x) die betrachtete Funktion, so liefern die Partial- 
summen der zu p(x) und ~(x) gehdrigen Fourierschen Entwicklungen das 
Gewiinschte. 

Hieraus folgt nach einer bekannten SchluBweise der 

Satz B. Sei 7(x)=f,(x) + if, (x), wo f,(x), f,(x) samt ihrem Quadrate 
im Lebesqueschen Sinne integrierbare Funktionen bedeuten; ferner sei fiir 
das Funktionensystem (4): 


mierbar, und das konvergente unendliche Produkt 


1 


(5) Si@)ede =0 (vy = 1,2, 3, ---)*) 
0 


. 2R(4,) 5. , * , . 
und >; ay a a) divergent; dann ist hichstens mit Ausnahme einer Punkt- 
1 


menge vom Mae Null x(x) = 0. Man driickt dies auch so aus: das Funk- 
tionensystem (4) ist vollstdindig im Intervall (0, 1). 

Man kann nimlich zu einer beliebig kleinen positiven Zahl « die 
Zahlen ¢,,---, ¢, so bestimmen, dab 


1 


{ x(2) +e¢7+-+-+e,0'8da<ce 


0 


wird, und hieraus folgt nach (5): 


*) Hier ist 7(x) =f, (x) — if, (2). 
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1 
J {\a(@) P+ eae +---+e,2'P)dar<e, 
0 


also um so mehr 
1 


f q(x) ?da<e, 
0 


woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. 

Ist insbesondere x(x) eine stetige den Gleichungen (5) geniigende Funk- 
tion, so muB sie identisch verschwinden*); man driickt dies so aus: das 
Funktionensystem (4) ist abgeschlossen im Intervall (0, 1). Eine im Inter- 
vall (0, 1) stetige Funktion g(x) ist also durch ihre Konstanten 


1 
SG(@) 2 ae (y = 1,2,3,---) 
0 


vollig bestimmt. Hierbei ist vorausgesetzt, dab R(4,) > — ; , 4, + 4, und 
Y14 2M)... 
2 itt. » divergiert. 


Diese Siitze tibertragen sich unmittelbar auf ein Intervall (0, b), wo b 
eine beliebige reelle Zahl ist. 


g 3. 
Beweis des Satzes I. 


Wir betrachten nun die Folge (1); nach unserem Satz A ist die Divergenz 


der Reihe > 1+ 28(P) cine notwendige Bedingung dafiir, dab die Folge 
1 


1+ | pr? 
(1) eine Basis sei. Da aber ¥(p,) > 0 vorausgesetzt wurde, so darf die 
obige Reihe durch —o- ersetzt werden. Hiermit ist der erste Teil 


: 2 
— 1+|p 


des Satzes I bewiesen; um auch den zweiten Teil zu beweisen, approximiere 


*) Fir 4, = »—1 gaben hierfiir schon Herr Lerch, Stieltjes, ferner die Herren 
Phragmén, Landau und Fejér Beweise. Man vgl. E. Landau, Uber die Approximation 
einer stetigen Funktion durch ganze rationale Funktionen [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 25 (1908), 8S. 387—346], und die daselbst angefiihrte Litera- 
tur. — Fejér, a. a. O., 8. 99. — Vgl. ferner: C. N. Moore, On Certain Constants Ana- 
logous to Fourier’s Constants [Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 14 
(1908), S. 868—378; vol. 15 (1909), S. 116]. — Miintz, a. a. O., S. 304— 305. 








(7) 
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ich zunichst die Potenz z* (A>1). Zu diesem Zwecke wende ich den Satz A 


1 
auf die Funktion x * und die Potenzenfolge 


4, =p, — - (vy = 1,2, 3,---) 

an. Dies ist gestattet, denn die Divergenz der Reihe v- Rp») , » folgt 
1 i+\p— 5 
2 


R (py) 
1+ |p» 


beliebig klein vorgegebenen positiven Zahl « gibt es also einen Ausdruck 


o« 
aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe s°*) Zu einer 
1 


1 1 
ay a> Pa-- 
a,x + 4,2 +---+@42 
derart, daB 
1 1 1 {3 
sa | Aan~% Pa-3 s? 
(6) Jie * +a *4---+a,2 dz < ayn 
0 
wird. Nun ist offenbar 
1 

A+ Pit Pats ery} P 1 p 1 

x a.2x ax ~ > 2 a> n 
i + + > iP tent =| (. + a,2 a od )as, 
i+ A+> Prt+z> 9 
also 
1 1 1 
A+— a+; Pn t+; x pk P 1 p 1 
2 ? x x . > 2 a3 ” 
F +a, ; ++---+a, : </ zZ +a,2 ++:++a.8 ? | dz. 

i+ 5 A+; Pte 2 


*) Diese beiden Reihen konvergieren oder divergieren sogar gleichzeitig, denn 


es ist 
ao 


> R (pr) —S R( py) 1+/|p,|? 
2 1+ Ps z 1 2’ 
1 


1 
1 1+\P— Z| 1+ | Pr— > 
und 
.? ea ae 
i+ in— > S1+2(\p, +=) <2Up, *+1), 
1 |? 1\°. 1 1 1 
i+ p—> >1+(\p, 3) 21+-¢(\>i*— g)> git 
oder 
1 1 Dy |* 
< + |\s <2. 


1 
1+|P— 5 


| dz. 
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Wendet man ferner die bekannte Ungleichung: 


(f'o(e) az)" < @—a) fg*(e) ae 
an, so folgt aus (7) und (6) 


ite Pits Pat 1 
zx ita — +--+a,* , So: 55 fiir 0<27<1, 
und hieraus 
cr Pee) 
at + —~———" gm 4... 4 ;  @"|\Se (OSeS)). 
P+ 2 Pn + 2 


Also ist jede positive ganze Potenz durch die Folge (1) gleichmibig 
approximierbar; daraus folgt aber durch Anwendung des WeierstraBschen 
Satzes, daB auch jede stetige Funktion gleichmaBig approximierbar ist. 

Hiermit ist der Satz 1 vollstindig bewiesen. Man kann diesen Satz 
noch ein wenig verschirfen; aus dem Beweise ist namlich ersichtlich, daB 
man bei der Approximation der positiven Potenz x’ (A>1) das Glied 1 
in der Potenzenfolge (1) fortlassen darf. Nun ist aber jede fiir z= 0 ver- 


schwindende, im Intervall (0,1) stetige Funktion daselbst durch die 


Potenzenfolge 
S 2, x, x, --> 


gleichmaBig approximierbar; denn ist f(x) stetig und f(0) = 0, so gibt es 
zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl ¢ nach dem WeierstraBschen Satze 


ein soleches Polynom a,+ a,2+--- + a,2" daB 
f(x) — (ag + a,a+--++a,2") <é (O<@¢<1) 
ist. Setzt man hierin x = 0, so ergibt sich 
|ay|<e, 


und hieraus folgt leicht, daB auch 
| f(x) — (a,4 + aga*+---+a,2")| << 2e 
ist. Es ergibt sich so der schirfere 
Satz I’. Dafiir, dag die Potenzenfolge 
(1’) LP, LP, +++, DE Dy» R(p,) >0 (v=—1,2,---), 
eine Basis aller fiir x =O verschwindenden, im Intervall (0, 1) stetigen Funk- 


tionen sei, ist notwendig, dap 33+ ee ») divergiert, und hinreichend, dap 


1+ | py 
1 
Rp) ' x 
> i+ ipl divergiert. 


1 
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Gibt es eine Zahl a >0 derart, dab 
R(p,) Sj @ (v= 1,2,3,---) 
ist, so laBt sich offenbar die notwendige Bedingung durch die folgende 


ersetzen: > "1 fae muB divergieren; und diese Bedingung ist jetzt gleich- 
1 


bedeutend mit der Divergenz der Reihe > wie aus der Beziehung 


2)? 
1 


Rp) _ QHrRw) 1 
Dit “sy 7 
1 1 Pr : 


unmittelbar hervorgeh t. 

Also fallt die notwendige Bedingung hier mit der hinreichenden zu- 
sammen, und man kann den Satz aussprechen: 

Satz I”. Durch die Potenzenfolge 


(Pi Ps Ps... 
a, LE, Les, , 


in der 
Py Pus R(p,) >a>0 (vy = 1, 2,3,---) 


ist, lat sich dann und nur dann jede fiir « = 0 verschwindende, im Inter- 


vall (0,1) stetige Funktion gleichmaéBig approximieren, wenn 7 (pr) 


= | pri” 
divergiert. 


Sind die p, reell und positiv und ist lim p,—0, so besagt die notwen- 


v=o 


dige Bedingung, daB die Folge (1°) unendlich viele Glieder enthalt, und 


die hinreichende Bedingung besteht in der Divergenz der Reihe >? P,- 
Es gilt also der , 


Satz I”. Ist limp,=0, p,>0, und >’, divergent, so ist durch 
v=@ i 


ie Po ¢ 
die Potenzenfolge ah, gh, ah, >: 


jede fiir x =O verschwindende, im Intervall (0, 1) stetige Funktion gleich- 
mdafig approximierbar.*) 


*) Herr Miintz teilte mir gelegentlich vor lingerer Zeit mit, da8 er fiir diesen 
Fall folgendes beweisen kann: 
1) Die Divergenz der Reihe > pv ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB die 
1 
Folge (1) eine Basis sei. 
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Die Transformation z = 2b zeigt unmittelbar, daB diese Satze auch 
fiir das Intervall (0, b) gelten. 


§ 4. 
Uber die Approximation durch trigonometrische Funktionen. 
Setzt man in den Satz I’ 
pPp=1ltir, (v=—1,2,3,---), t+ Tus 
ein und beschrinkt man sich auf reelle Funktionen, so folgt, daB jede im 
Intervall (0, b) stetige, fiir 2 = 0 verschwindende Funktion durch die Folge 
(8) zeos(t, log), x sin (tr, log z) (v = 1, 2,3,---) 


gleichmaBig approximiert werden kann, wenn nur Did 
1 ‘ 
Hieraus folgt, daB unter derselben Bedingung durch die Funktionenfolge 


divergiert.*) 


(9) e~*cost,Z, e~* sin t,zZ (y= 1, 2,3,---) 
jede im Intervall a<2<+ 00 stetige, fiir z—» + co verschwindende 
Funktion gleichmaBig approximierbar ist. 

Sei niaimlich 

e~*=2, b=e* (a reell); 

um nun eine im Intervall a < z< + oo stetige, fiir z—» + co verschwin- 
dende Funktion f(z) durch die Folge (9) gleichmaBig zu approximieren, 
geniigt es, die Funktion f(—logz) im Intervall O< x<b durch die 
Folge (8) zu approximieren. Wobei offenbar f(— log z) fir z—+0 
verschwindet. 

In einem endlichen Intervall (a,d) laéBt sich also um so mehr die 


Funktion e~‘f(z) in eine gleichmaBig konvergente Reihe von der Form 
entwickeln: 


e~*f (2) = - > P,(2), 


wo P,(z) ein linearer Ausdruck der Funktionen 
COS T,Z, sin t,Z (n =1,2,--+,v) 


2) Im Falle p, = —- ist die Folge (1) sicher eine Basis. 
Py=— g 


Anmerkung bei der Korrektur (24. Marz 1916): 

Der Beweis von (2) findet sich in seiner vor Kurzem erschienenen Arbeit: Ap- 
proximation willkiirlicher Funktionen durch Wurzeln [Archiv der Math. und Phys. 
Ill. R., 24. Bd. (1916), S. 310—316], wihrend der Beweis von 1) bisher meines Wissens 
nicht verdffentlicht ist. 

*) Es ist durchweg der Hauptwert des Logarithmus gemeint. 
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ist. Hieraus erhalt man die Gleichung 


f(2) = >? P,(@) (a<z<a), 
1 
und es ist also die Funktionenfolge 
Cos t,z, sin t,Z (vy = 1, 2,3,---) 


eine Basis aller stetigen Funktionen in jedem endlichen Intervall, wenn nur 


die Reihe >> ha Mivergiert. 
1 ¥ 


Ahnliche Siatze allgemeinerer Art leite ich auf anderem Wege ab. 
Wir beweisen den 
Satz Il. Die Funktionenfolge 


1, z, scose,4+tsno,z, e,+e,>0 (v—1,2,3,---) 

stellt sicherlich eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervall (a, d) 

(a>0 falls s-t=0) dar, wenn es eine positive Zahl 6 gibt, fiir die 

> = divergiert. Hierbei sollen s und ¢ beliebige reelle Zahlen be- 
fe 


1 
deuten, die nicht beide verschwinden. 
Zu diesem Zwecke zetge ich zunichst, dab die Funktionenfolge 


(10) $ cos 9,2 + ¢sin 9,2 (v = 1, 2,3,---) 
unter der Bedingung, daB 

1 
(11) 0, + oe, > 9, aan 


1 ’ 
divergiert, im Intervall (a,d) abgeschlossen ist. Wire dies niimlich nicht 
der Fall, so wiirde es eine nicht identisch verschwindende stetige Funktion 
f(x) geben, fiir die 
d 

(12) { {(x) (s cos 9,2 + ¢ sin 9,27) dx = 0 (vy = 1,2,3,---) 
ist, so daB also die Funktion 

d 

F(a) = | f(a) (s cos Ax + t sin Ax) dx 

an den Stellen 4 = 9, (v=1,2,3,---) verschwinden wiirde. Nun ist aber 
F(A) offenbar eine ganze transzendente Funktion, und es ist 


d 
\F(4)| <f | F@)| (s| + ltDe44i+le0dz, 


a 
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das heibt 
(13) F(A) < ae*l*, 
wo a, geeignet gewihlte Konstanten bedeuten. Ferner lat sich leicht 


zeigen, daB F(A) nicht identisch verschwindet; dies wiirde namlich be- 
sagen, daB : 


d d 
sf f(x) a*” dx =0, tf f(a)a*+*dae = 0 (v= 0,1, 2,---) 


ist. Dies ist aber nach den vorausgegangenen Resultaten nicht méglich, 
wenn wir noch voraussetzen, daB die Zahlen s und ¢ beide von Null ver- 
schieden sind, oder daB der Nullpunkt nicht im Innern des Intervalls 
(a, d) liegt. Denn die Potenzenfolge 
1, 2, 23, +--+, 2%, --- 

ist in jedem endlichen Intervall abgeschlossen, und jede der Potenzen- 
folgen 

1, z*, z, res g*, oe 

x, v8, x8, ++. givtl... 


ist abgeschlossen in einem Intervall, das den Nullpunkt nicht im Innern 
enthilt. 

Wenn nun F(A) unendlich viele von Null verschiedene Nullstellen 
besitzt: 

Ay, As, As, a 0< |4, < Aaals 
so folgt aus (13) nach einem wohlbekannten Satze, dab 
4,|>ec-v (vy = 1, 2,3,---) 

ist, wo ¢ eine geeignet gewihlte positive Konstante bedeutet. Also 


oo 


> - _ konvergiert fiir jedes d > 0. 
: |* 
Mit Riicksicht auf die Bedingung (11) kann also (12) nicht bestehen, 
das heiBt die Funktionenfolge (10) ist abgeschlossen im Intervall (a, d). 

Nun lautet aber ein Satz des Herrn E. Schmidt:*) 

Es sei 9,(x), 9,(x),--+, p,(z),--- eime unendliche Reihe fiir das 
abgeschlossene Intervall a < «<b definierter, reeller, zweimal stetig dif- 
ferenzierbarer Funktionen, deren zweite Ableitungen ein abgeschlossenes 
System bilden; dann laBt sich jede fiir a<2<b definierte stetige Funk- 
tion in eine Reihe endlicher linearer homogener Aggregate der Funktionen 


1, 2, (2), G(2), lar ”,(*), saeke 
gleichmaBig konvergent entwickeln. 


*) A. a. O., S. 476. 
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Durch Anwendung dieses Satzes ergibt sich nun unmittelbar der 
Satz Il. Insbesondere ist also 


1, x, cos e,z (vy = 1,2, 3,---) 
bzw. 


1, z, sin 9,2 (vy = 1, 2,3,---) 
eine Basis im Intervall (a, d@) (a>0); und 


1, z, cos 9,2 + sin 9,2 
eine Basis in jedem endlichen Intervall. 


Der Satz laBt sich leicht auf komplexe og, erweitern und das Glied-z 


in der Funktionenfolge darf fortgelassen werden, wie ich an anderer 
Stelle*) ausfiihre. 


*) Folytonos fiiggvényck megkizelitése adott fiiggvénysorozatbol képezett linearis 
kifejezésekkel. Erscheint demniichst in den ,,Mathematikai és Physikai Lapok*. 
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Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. 


Von 


Geore Pétya in Ziirich. 


1. Herr Borel*) hat im Jahre 1894 folgenden Satz bewiesen: 
Die analytische Funktion 
f(a) = a,+ a,2 + agx?+---+a,2"+--- 

sei im Kreise |x| < 1feindeutig und, abgesehen von einer endlichen Anzahl 
von Polen, reguliér. Wenn die Koeffizienten a, a,,@,,--+, @,,°-*+ ihrer 
Potenzreihenentwicklung um den Punkt x = 0 ganze rationale Zablen sind, 
so ist f(x) eine rationale Funktion. 

Ich habe vor kurzem**) folgenden Satz bewiesen: wenn g(z) eine 
ganze transzendente Funktion ist, so kénnen nicht alle Koeffizienten 


Gy, 4, Ig, ***, @,,°++ der Entwicklung 
1 
9(.—) =a+4,27+a,27+---+a,0"+--- 
ganze rationale Zahlen sein. — Die Funktion 9 (=) hat in der ganzen 


Ebene den einzigen singuliren Punkt z = c; da dieser aber ein wesentlich 
singulirer Punkt ist, so ist dieser letzte Satz nicht im ersten enthalten. 
Ich werde nun in der vorliegenden Abhandlung einen Satz beweisen, 
der beide erwahnten Resultate umfaBt, nimlich den folgenden 
Satz I. Es sei R>1. Die analytische Funktion 
(1) {(@) = a, + a, 2 + aga? +---+a,a%+--- 
sei im Kreise |x| < R eindeutig, und, abgesehen von einer endlichen Anzahl 
von singulidren Stellen, regular. Wenn die Koeffizienten ay, ay, ag, +++; _,°** 
threr Potenzreihenentwicklung um den Punkt x = 0 ganze rationale Zahlen 
sind, so ist f(x) eine rationale Funktion. 


*) Borel, Sur une application d’un théoréme de M. Hadamard. Bulletin des 
sciences mathématiques, 2° Folge, Bd. 18, 8. 22—25. 


**) Pélya, Uber ganzwertige ganze Funktionen, Rend. d. C. M. di Palermo, 
Bd. 40, S. 1—16. 
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Dieser Satz enthilt den erwihnten Satz von Borel. Denn unter den 
Bedingungen des Borelschen Satzes ist, nach den allgemeinen Prinzipien 
der Funktionentheorie, die Existenz eines Kreises |x| < R (R>1) ge- 
sichert, in welchem die Funktion f(x) eindeutig ist und keine anderen 
Singularititen besitzt, als im Kreise |z|<1; er geht aber iiber den 
Borelschen Satz hinaus, weil er iiber die Natur der singuliren Punkte im 
Kreise x|< R nichts voraussetzt, so daB insbesondere dieser Kreis auch 
isolierte wesentlich singulire Stellen enthalten kénnte. Hierdurch wird zwar 
der Beweis des Satzes | bedeutend komplizierter, als der des Borelschen 
Satzes, seine Konsequenzen sind aber auch viel mannigfaltiger. 

Ich werde den Beweis in den §§ 2—6, die erwihnten Konsequenzen 
in den §§ 7—9 entwickeln. Ich schicke nur eine ganz spezielle Folgerung 
voraus, um das Interesse fiir den Satz I zu erwecken. Es seien 


Q, (2), Q.(z), 7 Q, (2); R,(z), R,(z), i: R,(«) 


beliebige rationale Funktionen mit rationalen Koeffizienten (d. h. sowohl 
der Zahler als auch der Nenner sollen rationale Koeffizienten besitzen), 
sie seien nur den Bedingungen 


Q(z) #0, R(0)=0, R(x) + R,(2) 
(j,k=1, 2,--+n;3 7 ]K) 


unterworfen. Die Funktion 
0; (a) e®, (2) - Q, (a) eFa(z) . oe - Q,, (x) e®n) 


ist eindeutig, sie hat nur eine endliche Anzahl singulirer Punkte, und sie 
kann sich nie auf eine rationale Funktion reduzieren*). Ihre Potenzreihen- 
entwicklung um den Punkt z= 0 wird bei jeder Wahl von Q,,- -, Q,, 
R,,-+-, R, nur rationale Koeffizienten enthalten, aber diese Koeffizienten 
kénnen, kraft des Satzes I, bei keiner Wahl von Q,,---, Q,, R,,---, R, 
simtlich ganze Zahlen sein. 


2. Ich kann ohne Beschrankung voraussetzen, daB die Funktion f(z) 
an der Kreisperipherie |x| = R keinen singuliéren Punkt hat. Denn wiire 
das der Fall, so konnte ich den Kreis |z|< R durch einen passend ge- 
wahlten kleineren konzentrischen Kreis ersetzen, der sowohl die Voraus- 


setzung des Satzes I, wie auch die neu auferlegte Bedingung erfiillen 
wiirde. 


*) Nach einer leichten Umformung ist der Beweis ebenso (durch vollstindige In- 
duktion und Differenzieren) zu fiihren, wie im geliufigen Falle, wo Q,; Polynome und R, 
Polynome ersten Grades sind. Vgl. z. B. Picard, Traité d’Analyse, Bd. III, 8. 427. 
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Die Funktion f(z) soll im Kreise |z| << R s singulire Punkte haben, 
die mit 
16 1 
q’a’ 


bezeichnet werden mégen. Nach dem eben Gesagten ist 
—<R (v= 1,2,--+,8). 
ivy 


Die Funktion f(x) ist in der Umgebung des Punktes c>' eindeutig und 
kann daher in eine Laurentsche Reihe entwickelt werden, deren Haupt- 


teil mit ; 
G, a — i) 


bezeichnet werden soll. G,(z) ist eine ganze rationale oder eine ganze 
transzendente Funktion der Variabeln z, je nach der Art der Singularitiit 
im Punkte z= c;', und es kann 
(2) G,(0) =0 
vorausgesetzt werden. 

Die Funktion 


f(@) ->e, (<=) =bo +b2+---+b,a"+- 
vy=1 


ist im Kreise |2|< R eindeutig und regular. Folglich ist der Konver- 
genzradius der rechts stehenden Potenzreihe gréBer als R und so kann 
die Ungleichung 
(3) |b, |Rn<1 
héchstens fiir eine endliche Anzahl Werte von m unrichtig sein. 

Man wihle eine positive Zahl r(r>0), die simtlichen Ungleichungen 
(4) r< a 
geniigt. Der Konvergenzradius der Potenzreihe (1) ist gréBer als r, und 
daher ist die Ungleichung 
(5) ja,\r"<1 
héchstens fiir eine endliche Anzahl Werte von » nicht erfiillt. 

Es kann gewiB 
(6) r<il 
angenommen werden, aber man wird auch zu dieser Annahme gendtigt, 
wenn man Trivialitéten ausweichen will. Denn ist (6) nicht erfillt, so 
muB die Potenzreihe (1) wegen (5) und wegen der ‘Ganzzahligkeit der 
Koeffizienten a, sich auf ein Polynom reduzieren. 
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3. Mein Beweis stiitzt sich wesentlich auf den folgenden wichtigen 
Satz des Herrn Wigert*): 


Dafiir, dag die durch die Potenzreihenentwicklung 
D,+ D,2 + Dyz*+ +--+ D,a*+---— H(—5) 


xz—1 


definierte Funktion H(#) eine ganze Funktion der Variabeln 2 mit der 
Eigenschaft 
H(0) =0 


sei, ist noltwendig und hinreichend, daB eine ganze Funktion 
h(z)=—d,+d4,2+4,2+---+da,2+--- 
existiere, die folgende drei Eigenschaften besitzt: 


h(O) = Dy, h(1) = D,, h(2) = D,, --+, h(n) = D,, ---, 


1 
(7) lim k/d,\* = 0, 
k=@ 
-—-Ig|h(ré? 
(8) lim ® es Neg 
rT=@ 


gleichmafig fiir 0< # < 2a. 

Jede der beiden ganzen Funktionen H(2) und h(z) ist durch die andere 
eindeutig bestimmt, und sie sind entweder beide rational oder beide transzendent. 

Von den beiden Bedingungen (7) und (8) geniigt es iibrigens immer 
nur die eine zu verifizieren, denn sie sind ‘quivalent. 

Auf Grund des Wigertschen Satzes laBt sich eine ganze Funktion 


9(2)=d,o +4, 2+, ,2+---+d,,at+--- | 


bestimmen, so dab 


y 1 Ty il Ryh | 
G, (—— i) = 9,9) +9, )e,¢ +---+9,(n)qa*+--- 


gesetzt werden kann. Da v nur einer endlichen Anzahl Werte fiahig ist, 
kann die Bedingung (7) auch so ausgesprochen werden: bei vorgegebenem 
é> 0 ist die Ungleichung 

‘ 


(9) aal<z (v=1,2,--,8) 


héchstens fiir eine endliche Anzahl Werte von i unrichtig. 
Ich fiihre die ganze Funktion 


9(2) = 9, (2)ei + (2p +--+ +9,(8)¢3 


*) Wigert, Sur les fonctions entiéres, Oefversigt af K. Vetenckapakademiens 
Férhandlinger, Stockholm (1900), 8. 1001—1011. 
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ein. Mit dieser neuen Bezeichnung laBt sich die Funktion 


f(z) ->’ a, x" 
n=O 
7 ©, — i) +> b, 2" 


->' (g(m) + b,) a” 
n=0 


schreiben. 


2: a. % ' ' :, "ag sae 
4. Ich definiere die Zahlen C,, 4, C,,,,+--, Gam, durch die in 2 
identische Gleichung 


(10) C,.,0 + Ci 2 + C,,,92° were « Cy ng 
=(1—c,2)"(1—c,2)™--- (1—e,x)™. 
Es ist also 
Cy,9 = 1,+++,C, 


m,ms 


= (— Yaa o cy a oO. 
Die Funktion h(t) sei fiir t= 0,1,2,3,--- irgendwie erklirt. Ich 
setze*) 


ms 


O “h t) -»> ( - h (¢ + ms — “) 


u=0 
= h(t+ ms) + C,,,h(t+ ms—1) +--+ + Cy mht). 
Sind h,(t) und h,(t) zwei beliebige Funktionen, so ist 
Ci" (h, (t) + hy(t)) = Oh, (t) + OA, (t). 
Ich will den Wert von 0” h(t) fiir gewisse spezielle Funktionen /(¢) 
berechnen bzw. abschiitzen. Ich betrachte zuerst 0” P(t) ci, wo 
P(t) =u + u,t + ut? +---+u,_,t"- 
ein beliebiges Polynom bedeutet, dessen Grad < m— 1 ist. Man kann 





und zwar nur auf eine Weise m Konstanten v,, v,, v, °° +, V,,-, bestim- 
men, so da identisch in ¢ 
t+1 tt+1it+2 t+1 ttm—1 
, - 9 . 5) ore 
P(t) 3% + 0 yp $y gt i m—t 


*) Das Symbol ()” hat die Eigenschaft 
0" (D"*h) = OO" t"h(). 
Ist s=1, c¢, =1 so ist in gewdhnlicher Bezeichnung 
Ch (t) = A™ hit). 
Vgl. iibrigens Encyklopidie, Bd. I, Teil 2, 8. 933—937. 
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wird. Wenn die rationale Funktion 
u 


On—1 


Se c, x)" 


Vo 4+ 


1—c,z (i— 


aa t:: + 


x 

> . t+! . t+1t+2 t+m—1 in 
= {vu +, 1 +-°-+%,_, 1 - ee —7 ) aa 

t=0 


oi px Veta! 
»2 (t)ez 


mit dem Polynom (10) multipliziert wird, so wird daraus ein Polynom 
vom Grade ms—1. Daher verschwindet in der Produktenreihe der Koef- 


fizient von 2‘+™* fiir ¢=0,1,2,3,--- d. h. es wird 
(11) > Cay P (t+ ms— ptm" = 0" P(t) = 0. 
u=O 


Die Gleichung (11) ist also unter der Voraussetzung abgeleitet, daB der 
Grad des Polynoms P(t) < m — 1 ist. Ist der Grad >m, so ist das Re- 
sultat viel komplizierter, und so will ich mich mit der Abschitzung von 
O”#ef fiir beliebige k begniigen. Es ist 


ms 


Otc = C,, , (t+ ms — pw) cf+™s—, 
0 


™, uM 


“= 


mes 
fm ot! lg? _— k t+ms~—u 
O"He|< > [Cony (E+ ms — pw) |e, |Pt™e—e, 
u=@ 
ms 
> 
a“ | olin it ’ 1] ms— 
S (¢+ ms) Ic, | 1C,, wl |c, |" c 


u=O 
< (t+ ms} ey (ley + la D™ (lei + Leal) = (lel +16) 
mit Beriicksichtigung von (10), nach der geliufigen Majorantenmethode. 


Endlich kommt mit Riicksicht auf (4) 


(12) |Cme* ef] < (t+ ms) (;) (F) 


r 


me 


Die gewonnene Ungleichung (12) ist fiir jeden Wert von k richtig, 
aber nur fiir k >m von Interesse. 





Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. 503 


Ich will nun zur Abschitzung von 0” g(t) schreiten. Es ist 


O"9(t) — O"9,(t) ¢, -> > d, ,O™ te, 


v=1 v=1 


-> y4 OO" te! 


v=1 =m 


mit Benutzung der Gleichung (11). Mit Benutzung der Ungleichung (12) 


erhalt man 


‘ |O™ g(t) <> > d, ,| |D™#e,*| 


v=1 k=m 
<> > 14. »| (t+ ms) (— Ay gms 


Mit Benutzung der Ungleichung (9) gelangt man zur Ungleichung 


; t+me 
‘ |C™g(t)| “> Qms (—) ‘>e ki (t+ ms)', 
2 k=m 

die nicht immer richtig zu sein braucht, aber bei festem positivem ¢ nur 

fiir eine endliche Anzahl Werte von m falsch sein kann. Ist «<1, s 

gelangt man weiter zu der *Ungleichung 

- 1\'t™s = t sk 
[C ™g(t)| < szm*(—) =>)! roe . 
k=m 
: [j= Ome ( © — m 
(13) |OO™g(t)| < s2 (<) é 
Ich will noch 
Cb, , 0,8 t+ms—m 
“=O 

abschiitzen. Durch Anwendung von (3) erhilt man 

be ms ms 
a - 1 t+ms—u 1 t 7 1 mam 
|O b,| <> Cn,u1 (2) = (2) > |Corn (3) 
“a= uaz 
1\‘/1 m/1 m 1 m 

| S(z) (e+ la)" + lal)" e+ le) 


mit Benutzung der Formel (10) und der schon einmal angewandten 
83* 
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Majorantenmethode. Mit Benutzung von (4) gelangt man endlich zu der 
Ungleichung 


(14) O"|<(%) (g++) > 


die héchstens fiir eine endliche Anzahl Werte von ¢ nicht erfillt ist. 
5. Ob die Potenzreihe (1) eine rationale Funktion darstellt oder 
nicht, wird durch die Betrachtung der rekurrenten Determinanten 


a, a cee @ 


an+1 n+r—-1 
a a e*?? a ; 
- (r n+1 n+2 a+r ° 
(15) A’ =|. ; = 4,.,.,| (é,k=0,1,2,---,r—1) 
Qier—t Gate oo a,+2r-2 


entschieden. Die Zahlen A¥” sind simtlich rational und ganz. 

Ich will insbesondere die Deterininanten A‘ und = betrachten, 
und sie mit Hilfe des Symbols ” umformen. Es sei ein gewisser posi- 
tiver echter Bruch a (0<a<1) fest gewihlt. Ich setze 


m=[« 2]. 


Die so bestimmte ganze Zahl m tritt in den nun folgenden Formeln (16) 
(17) auf, die man durch Addition von Kolonnen erhilt (die ersten ms 
Kolonnen bleiben ungeindert): 


a ase ry a mame cm 


n n+me—1 — n . Qn+1 oo Fen—~ms—1 
‘42 (m) 
(16) A’ = : 
. n 
C rm rm ry 
Ig 1 Den +ms—2 _ gy —1 . as, oe A3n—ms—2 
1 rm rm —— He 
a,, ¢ n+ms—1 , a,, —_ On41 ~~ 2n—ms 
= (a+1) 
(17) A = . 
n | 
a a DO” a 0” a 5” 
2n **“2a+me-1 — 2a = 2n+1 ass Osn—ms 


Alle bisher gewonnenen Formeln und Ungleichungen werden nun zur 
Abschitzung der Determinanten (16) (17) vereinigt. 
Wir miissen insbesondere 0” a, fiir 


(18) n<t<3n— ms 


abschitzen. Dabei muB beachtet werden, daB m mit nm ins Unendliche 
wichst. Es ist genauer 


° m a 
lim — = 
n 


n=00 


so daB etwa die Ungleichung 


a m 2a 
(19) 25 < n < 7 





'y 
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nur fiir endlich viele Werte von » falsch sein kann. Ich behaupte, dab 


eine positive Zahl ¢ existiert, die fiir alle Werte n, m,t, die den Be- 
dingungen (18) (19) geniigen, die Ungleichung 


ar ine e\tt+mes mn 1 \¢ 1 : 1\™mé 
(20) some (=) Oe <(z) +=) 
erfiillt. In der Tat, die Ungleichung (20) fordert das Bestehen von 


c<(B G+ 24 (a) 


GemaB (19) ist m>0, also m>1, und nach (18) (19) ist 


t Bn 68 
n~m ~ @& 
Wird also 
6s 
jr ee see - 
e<{i(at+>)} oe » 0<e<l) 


gewahlt, so wird (20) sicherlich erfiillt. 
Unter Beachtung von 
lim m = oo 


n= 


erhilt man durch ZusammenschluB von (13), (14), (20), daB die Ungleichung 
_ _ . a _ fe\t+ms - 1\¢ 1 1\™s 
Li™ a, < Lim g(t) + ™b, <s2 (<) é +(z) (3 + ") +] 
oa 1\! 
21) oa "a, < 9 ( ) 


f(t, 1\me 
R (R - *) 
(¢=n,n+1,n+2,---,3n—ms) 
nur fiir endlich viele Werte von » falsch sein kann. 

Die rechte Seite von (21) nimmt mit wachsendem ¢ ab. Es bleibt 
daher irgend ein Element, das den letzten »— ms Kolonnen der Deter- 
minante (16) oder den letzten »+ 1—ms Kolonnen der Determinante 
(17) entnommen ist, dem absoluten Betrage nach unter der Schranke 


2(z) (e+e) 


a< (; ) : 
Hier nimmt die rechte Seite mit wachsendem ¢ zu, und daher bleibt irgend 
ein Element, das den ms ersten Kolonnen von (16) oder von (17) ange- 


Nach (5) ist 


hért, absolut genommen unter der Schranke 


(1\2n+ms-—1 
(;) 
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Dies alles ist héchstens fiir endlich viele Werte von » ungiiltig. In dem- 
selben Sinne soll die aus dem eben Gesagten folgende Ungleichung 


Aol <ul (Qn) (2a) HAY 


verstanden werden. Umsomebhr ist 


msnu—~—ms 
n nx 
1 we ( 1 + 4 
P R r 
" 2n+ms ms n—ms 


r n n R n 


1 1 a(l—a) 
1 (¥t+;) 
lim A” < tlh. : 


= pete) R'-¢ 


also 


a=c 


Letzteres findet also fiir jeden positiven echten Bruch « statt. Daher ist 


GF -% ite 
99 . | (n) n2 ” R ' r sa 1 
™ fim |A2/* <lim Visage — <1. 


Durch die nimlichen Uberlegungen wird auch 


1 


(23) lim | AgS*?" <5 <1 
geschlossen. 


Die Zahlen A‘, A“*” sind rationale ganze Zahlen, und die einzige 
rationale ganze Zahl, deren absoluter Betrag <1 ist, ist die Zahl 0. 
Daher kénnen von den unendlich vielen Determinanten 


4) (2) 4 grt) 
440 » 1» ** *y 4tn—15) 44n ae 


(1) (2) (n) 
Ay’, As’, + 2% Any cee ceeees 


auf Grund von (22), (23), nur endlich viele von 0 verschieden sein. 
Aus diesem Resultat folgt der Satz I durch algebraische Uberlegungen. 


6. Die Kriterien, die entscheiden, ob eine Potenzreihe eine rationale 
Funktion darstellt oder nicht, werden, wie gesagt, mit Hilfe der rekurren- 
ten Determinanten (15) ausgedriickt. 

Hilfssatz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
die Potenzreihe 


a, + a, 2 + az? +---+a,2"+--- 





re 
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eine rationale Funktion darstellt, deren Nenner hichstens vom Grade r —1 
ist, lautet so: unter den Determinanten 


As’, Af’, Af, ---, Aw... 
sind nur endlich viele von Null verschieden. 

DaB die besagte Bedingung notwendig ist, ist leicht ersichtlich. DaB 
sie auch hinreicht, hat Herr Borel a. a. O. gezeigt, und zum Beweise seines 
eingangs zitierten Satzes verwendet. 

Es kénnen verschiedene Kriterien gebildet werden, die auf den Grad 
des Nenners keine Riicksicht nehmen. Das fiir meinen Zweck geeignete 
Kriterium wird ausgedriickt durch den 

Hilfssatz Il. Dafiir, daB die Potenzreihe 

My + a,4 + aa? +---+a,a"+--- 
eine rationale Funktion darstelle, ist folgende Bedingung notwendig wnd 
hinreichend: unter den Determinanten 


(i 2 
Ae’, Ay, +++, Ae, +s 


m—1) ’ 
o f,--, f,-.- 
gibt es nur endlich viele von Null verschiedene. 
Es ist leicht und zum Beweise des Satzes I unnétig zu zeigen, dab 
die Bedingung des Hilfssatzes II notwendig ist. DaB sie hinreicht, wird 
so geschlossen: nach Voraussetzung gibt es eine Zahl 7, so dab 


(r) (r+1) (r+ vy) Pate 
4,7 4, msm = 0, 
= hae (r+¥) a 
A, = Ao: 2 =f... 0 
ist. Ich nehme an, daB die Relation 
OD 2 ree 2 2 ae . 2. et 2s es 
24) Ae = A) go = Ain iar mA — -+= 0, 
te DP og te etme. tn an esc vena 
n — Sous ~ ““n+y , aad 


fir einen bestimmten Wert n>vr erfillt ist. Fir n=—r ist dies gewiB 
der Fall. Die bekannte Identitit 
Art” Avr” — (a°*” r= Avtrty Y Adin 


n+¥ n+v+2 n+v+1 n+yv n+v+2 


reduziert sich nach der Annahme (24) auf 
a (ary?.,) =0 (vy =0,1,2,3,--- ’ 


womit (24) fiir »+ 1 anstatt fir m, also fiir unbestimmtes » bewiesen 
ist. Es ist insbesondere 


A” ae AY ess a AY me A” es = 0, 
r—1 r n 


n—-1 
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womit der Hilfssatz Il auf den vorangehenden Hilfssatz des Herrn Borel 
zuriickgefiihrt ist. 

Der Hilfssatz I ist das letzte Glied in der SchluBkette, durch welche 
wir den Satz I begriindet haben. 


7. Es ist leicht aus dem Satz I einen Satz tiber Potenzreihen mit 
rationalen Koeffizienten abzuleiten. Ich schicke eine Definition voraus. 
Ich sage von der Potenzreihe 


P(x)=—a,+a,er+ae*°+---+a,a"+--- 
mit rationalen Koeffizienten a,, a,, a,,---, daB sie der ,,Eisensteinschen 
Bedingung“ geniigt, wenn eine natiirliche ganze Zahl m(m>1) existiert, 
so dab simtliche Zahlen a,m, a,m*, a,m*,--- d. h. simtliche Koeffizienten 
der Potenzreihe 
B(mxr) — a, = ama + aym®a* +--- 

ganze Zahlen sind. Es besteht nun der 

Satz Il. Die singuliiren Punkte der eindeutigen Funktion f(x) sollen 


keinen im Endlichen liegenden Héufungspunkt haben, und die Koeffizienten 
der Potensrethenentwicklung 


f(x) = a,+ a,2 + az?+--- 
sollen rationale Zahlen sein. 

Die Funktion f(x) ist rational, wenn ihre Potenzreihe der Eisenstein- 
schen Bedingung geniigt, und sie. ist transzendent, wenn ihre Potenzreihe der 
Eisensteinschen Bedingung nicht geniigt. 

Mit anderen Worten, die Eisensteinsche Bedingung liefert ein not- 
wendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, daB eine Funktion f(x) der 
besagten Art rational sei. Da dieses Kriterium hinreicht, folgt unmittel- 
bar aus unserem Satz I. DaB es notwendig ist, folgt als trivialer Spezial- 
fall aus einem bekannten Eisensteinschen Satze*). 

Satz Il Die Funktion f(x) sei in ihrem ganzen Existenzbereiche ein- 
deutig. Die Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung um den Punkt «= 0 
seien rationale ganze Zahlen (oder allgemeiner, sie seien rational und der 
Eisensteinschen Bedingung unterworfen). Wenn f(x) nicht rational ist, so 
hat die Menge ihrer singuliren Punkte wenigstens zwei Hiufungspunkte. 

Es geniigt den Fall zu betrachten, dab die Entwicklung 

f(a) =a, + a,2 + az? +--- 
nur ganzzahlige Koeffizienten enthalt. Entgegen der Behauptung sei an- 
genommen, daB a die einzige Hiiufungsstelle der singuliiren Punkte der 


*) Heine, Der Eisensteinsche Satz iiber Reihenentwicklungen algebraischer Funk- 
tionen, Crelles Journ. Bd. 45, 8. 285—382. 
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transzendenten Funktion f(z) ist. Da die Koeffizienten der Entwicklung 
von f(z) um =O reell sind, muB die Menge der singuliren Punkte von 
f(a) die reelle Achse zur Symmetrieachse haben, und da a die einzige 
Hiufungsstelle dieser Menge ist, mu a auf der reellen Achse liegen. Es 
ist tibrigens a 2 0, denn f(z) ist, nach Annahme, fir z=0 regulir. Auch 
a = oo ist durch Satz II ausgeschlossen. 

Wie auch die rationale ganze Zahl » gewihlt sei, die Entwicklung 
der Funktion 


or ” x —_ , # Ls x 2 bis 

(25) A tea aay TS itact% (saa) 7 

um den Punkt z = 0 hat ersichtlicherweise nur ganzzahlige Koeffizienten. 
Die Funktion (25) ist tibrigens eindeutig, und ihre singuliiren Punkte 
haben den einzigen Haufungspunkt b, wo 


b 
it+nb . 


also 


Wihlt man 
n= [ al 
a? 
so wird eventuell b = ov, auf alle Faille wird 6b >1, und die eindeutige 
Funktion (25), die nur ganzzahlige Koeffizienten hat, wird im Kreise 
« <1 nur endlich viele singulire Stellen haben. Darum muB, kraft des 
Satzes I, die Funktion (25) rational sein, in offenbarem Widerspruch zu 


der Annahme, daB f(x) transzendent ist. Der Widerspruch lést sich nur 
dann, wenn man die Richtigkeit des Satzes III zugibt. 


8. Werfen wir einen Blick auf den Stand der sich aufdringenden 
Frage: welche Arten von analytischen Funktionen kénnen durch Potenz- 
reihen mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt werden, und welche nicht? 

Durch Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten kénnen dargestellt 
werden: 

1) Rationale oder algebraische Funktionen, z. B. 


. oo 
1 > 2" 1 } I - 
= => Zz. 
1—2z ? Yi-—42 < pe 
n=0 n=0 


2) Eindeutige Funktionen, die iiber einen Kreis hinaus nicht fort- 
setzbar sind, z. B. 


~ 


> x" 


n=l 
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oder auch Funktionen, die eine singulire Linie von anderer Gestalt be- 
sitzen, z. B. 


>| a, 2+ a,x2*+---+a,27 y 
n=0 1+b, 2+ b,2*+---+b,2*/ ’ 
WO @,,4,,+++,@,, b,,b,,---,b, irgend welche rationale ganze Zahlen sind. 
(Man beachte, daB unter dieser Bedingung die Entwicklung um x = 0 
wirklich nur ganze Koeffizienten hat.) 

3) Unendlich vieldeutige Funktionen ohne singulire Linie. So hat 
z. B. die Funktion 


ne 


4 


1 co e 
> = 
ee 
J VA-—w*) (1—1627u3) ad 
0 n=0 


die vier Verzweigungspunkte z = 0, + —_ — |» ce unendlich hoher Ord- 
nung und sonst keinen singuliren Punkt. 

Die in den Sitzen I und III erwihnten Funktionenklassen einerseits, 
und die eben unter 1), 2), 3) aufgezihlten Funktionenklassen andererseits 
erschépfen noch lange nicht alle Méglichkeiten, und so bleibt der Unter- 
suchung noch ein weites Feld offen*). 

Insbesondere wire es wiinschenswert zu entscheiden, ob folgender 
Satz richtig ist oder falsch: 

Wenn eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten den Konver- 
genzradius 1 hat, so sind nur zwei Fille méglich: entweder ist die dar- 
gestellte Funktion rational, oder sie ist tiber den Einheitskreis hinaus 
nicht fortsetzbar**).“ 

Es sei ausdriicklich bemerkt: ich behaupte den eben ausgesprochenen 
Satz nicht, auch sein Gegenteil nicht, ich will nur durch seine Formu- 
lierung die Aufmerksamkeit auf ein reizvolles Untersuchungsgebiet lenken. 


9. Ich will noch eine letzte Anwendung des Satzes I mitteilen, die 
einen etwas verschiedenen Charakter hat, als die unter Nr. 7 erwihnten. 
Ich schicke voraus den folgenden, von Herrn Fatou herriihrenden arith- 
metischen 


*) In einer gleichzeitig erscheinenden Arbeit, Arithmetische Eigenschaften der 
Reihenentwicklungen rationaler Funktionen, Czelles Journal, beweise ich durch arith- 
metische Schliisse, daB das Integral einer rationalen Funktion, wenn es transzendent 
ausfallt, nicht in eine Potenzreihe mit ganzzabligen Koeffizienten entwickelt werden 
kann. 

**) Diese Fragestellung ist nahegelegt durch die Arbeit des Herrn Fatou, Sur 
les séries entiéres 4 coefficients entiers, C. R. Bd. 138 (1904, 1. Sem.), 8. 342—344. 
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Hilfssatz Ill Die beiden Polynome P(x) und Q(x) sollen ganze 
rationale Koeffizienten, keine gemeinsame Wurzel und keinen gemeinsamen 
ganzzahligen Zahlenfaktor besitzen (auBer +-1). Wenn séimtliche Koeffizien- 
ten My, 4,,y,°**,4,,°°* der Reihe 

P(a) 
Q(x) 
ganze Zahlen sind, so ist 


=4,+4,2+ a,2°+--- 


Q(00) = +1. 


Herr Fatou hat seinen Satz a. a. O. ohne Beweis ausgesprochen. Ich 
teile einen von Herrn Hurwitz herriihrenden einfachen Beweis mit. 
Die Potenzreihe 


dy + a, 2 + a,2*+--- 
mit rationalen ganzen Koeffizienten heiBt ,,primitiv’, wenn die Zahlen 
Ay, Gy, °*** G,-** auBer +1 keinen allen gemeinsamen Teiler besitzen. 
Die geliiufige klassische SchluBweise liefert den Satz: Das Produkt gweier 
primitiven Potenzreihen ist wieder eine primitive Potenzreihe. 
Die (abbrechende) Potenzreihe 


Q(x) = b, + ba +---+ 5,2" 


ist primitiv. Denn sollte ¢ (¢> 1) ein Teiler von allen Zahlen },, },,---,b 


s 
sein, so miiBte ¢ wegen 


b b bs 
P(z) —t(* + 784+---+5 z*) (ay + 4,2 +--+) 
in allen Koeffizienten von P(x) aufgehn, was durch die Voraussetzung 
ausgeschlossen ist. 
Auf Grund der Voraussetzung existieren zwei Polynome p(z) und q(z) 
mit ganzzahligen Koeffizienten, so dab 
p(x) P(z) + q(x) Q(x) = m, 


wo m eine rationale ganze Zahl > 1 ist. Die Potenzreihe 
q(x) + p(x) (+a, 2+ 4,2°+ ---)=— GQ + ee + 2° +>: 


,_» P(e) , 
= p(x) Qa) + q(x) 


Pe = m 
~— Qa) 


hat ganzzahlige Koeffizienten. Die Potenzreihe 
m = (b,+b, 27+ bya? +--+ +,2") (Gy + 6,4 + 6,22 +--+) 


ist nicht primitiv, wenn m> 1. Der erste Faktor rechts ist aber sicher- 
lich primitiv, und daher kann im Falle m>1 der zweite Faktor nicht 
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primitiv sein. Auf alle Fille miissen simtliche Zahlen ¢,, ¢,, - - 
durch m teilbar sein. Aus 


+) Cay 0 
1 = (b,+b,2+---+),2*) (4+ S24+%e%+...) 
ergibt sich 
Co . 
1 =}, 3 
also ist b, ein Faktor von 1 w. z. b. w. 
Ich beweise nun den 
Satz IV. Die ganzen Funktionen g,(z), g.(2), «++, 9,(2) (9,(@) = 9) 
sollen der Bedingung 


lim 


r=oe 


log g,(re'")| — 9 
Tr 


gleichmafig fiir 0 < # < 2x geniigen, und die Zahlen c,, c,, -- -, ¢, sollen alle 
voneinander und von © verschieden sein. 
Wenn die ganze Funktion 


9(2) = 9, (2) + 92) + +--+ 9,(2)6, 


fiir 2=0,1,2,3,--- ganze rationale Zahlenwerte annimmt, so sind die 
Funktionen g,(2), 9o(2), +++, 9,(#) ganze rationale Funktionen und die Zalilen 
Cy, .*++,¢, ganze algebraische Zahlen. 


Nach dem schon benutzten Satze des Herrn Wigert ist 


oo 


4 N yh y 1 
g,(n)-¢,"2" = G, ape il 
’ 


n=O 


wo G,(z) eine ganze Funktion von z ist, und zwar eine rationale oder 
eine transzendente, je nachdem g,(z) rational oder transzendent ist. 
Die Funktion 


oo 


> g(n) 2" = G, ( : ) + G, ( : ) +++ G,(-> 


¢.2#—1 ¢,x7—1 x 


= i) = he) 


n=0 


ist eindeutig, sie hat die s singuliren Stellen cy’, c>',---, c>*, und zwar 
ist die Stelle c>* ein Pol oder eine wesentliche singulire Stelle der Funk- 
tion f(z), je nachdem G,(z) rational oder transzendent, also je nachdem 
g,(2) rational oder transzendent ist. 

Die Funktion f(z) ist aber rational, kraft des Satzes I, denn ihre 
Entwicklungskoeffizienten g(0), g(1), g(2), --- sind siimtlich ganze Zahlen. 
Samtliche singuliren Stellen von f(x) sind Pole, und daher sind simtliche 
ganze Funktionen g,(z) Polynome, was zuerst z. b. w. 
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f(x) ist der Quotient zweier Polynome P(x) und Q(z) 
9(0) + 9(l)e + g(2)x* ++» = f(a) = 52. 
Bei Beriicksichtigung des Hilfssatzes I findet man leicht, daB die Koef- 
fizienten von Q(x), und folglich auch die von P(z) als rational angenom- 


men werden kénnen. Richtig gekiirzt, erfiillen somit die Polynome P(x) 
und Q(z) alle Bedingungen des Hilfssatzes III, es ist also 

Q0)=+1. 
Die Pole von f(x), d. h. die Zahlen cy’, cy',---,c>* sind die Wurzeln 
des Polynoms Q(a), daher sind die Zahlen ¢,, ¢,, - - 


‘+, ¢, Wurzeln der 
Gleichung 


2Q(—)—0 


deren héchster Koeffizient + 1, und deren iibrige Koeffizienten rationale 
ganze Zahlen sind, was an zweiter Stelle z. b. w. 

Fiir andere Fragestellungen betreffend ,ganze ganzwertige Funktionen“ 
vgl. die zu Beginn zitierte Arbeit des Verfassers. 


Ziirich, den 13. Oktober 1915. 








E. His. 


Zur Theorie der linearen Integrodifferentialgleichungen. 
Von 


Emit Hire in Wiirzburg. 


LaBt man in einem Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen 


dy, ~ 
(1) dz = >) 1.4,(2) ~=1,2,---" 


4=1 


mn unendlich groB werden, so erhilt man bei geeignetem Grenziibergang 
eine lineare Integrodifferentialgleichung 


1 
ly (x; P 
5 dyes) f ya; 2) (2,952), 


e 
0 


wobei wir annehmen wollen, dab a(4, x; 7) innerhalb 2ines gegebenen Ge- 
bietes in der komplexen 2-Ebene fiir alle reellen Werte von 4 und x, fir 
welche 0< 4<1, OX x<1 ist, eine monogene Funktion von z sei. 

Es entsteht nun die Aufgabe, eine Theorie fir die Gleichung (2) zu 
entwickeln, die den fiir die Systeme (1) vorhandenen mannigfachen funk- 
tionentheoretischen Untersuchungen analog ist, eine Aufgabe, die Herr 
Schlesinger*) sich gestellt und in erfolgreicher Weise in Angriff genom- 
men hat, wobei er sich neben anderen Hilfsmitteln einer wiederholten 
Durchfihrung des Grenziibergangs bedient. Es erscheint mir aber von 
Interesse, die Integrodifferentialgleichung (2) einer direkten Behandlung 
zu unterziehen, was im folgenden geschehen soll. 


*) Schlesinger, Sur les équations intégro-différentielles C. R. (1914) 158, S. 1872 f. 
und Zur Theorie der linearen Integrodifferentialgleichungen, Deutsche Math. Ver. 
24 (1915), 8. 84f. Abgesehen von gewissen, durch formale Rechnung ableitbaren 
Satzen, welche in § 3 zusammengestellt sind, wird die Kenntnis dieser Arbeiten hier 
nicht vorausgesetzt. 
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§ 1. 
Grundlagen der Theorie. 


Es habe in einem gewissen einfach oder mehrfach zusammenhingen- 
den Bereich der komplexen z-Ebene a(1, x; x)| die Eigenschaft, fir alle 
in Betracht kommenden Werte von x, A und x unterhalb einer festen 
Grenze M zu bleiben. Wir wenden auf (2) in bekannter Weise die Me- 
thode der sukzessiven Approximationen an und erhalten fiir y(x; x) eine 


in bezug auf x und 2 gleichmaBig konvergente Reihe, welche fiir y(x; 2) 
die Darstellung 


1 
(3) y (x; 2) = ¢(x) +f e() y(d, x; a) aa 


liefert, wobei, wenn «@ innerhalb des angegebenen Bereiches in der kom- 
plexen z-Ebene liegt, 


z zx 12 
(4) y(A, x; 2) -/ a(d, x; 2)dax +faxf f a(a,4,; 2) dxa(d,,x;x2)dd,+--- 
@ 0 «@ 


ist und also der Integrodifferentialgleichung 
: 
(5) ss = a(i, x; 2) +f y(t, 4; x)a(d, x; w)da 
0 
geniigt. 

Die Gleichung (2) nennt Schlesinger die Streckengleichung, (5) die Feld- 
gleichung. Die Einfiihrung von y(4, x; x) zur Darstellung von y(x; 2) ent- 
spricht genau der Einfiihrung der lésenden Funktionén in der Theorie 
der Integralgleichungen, nimlich, in der Sprache der bilinearen Formen 
von unendlich vielen Verinderlichen*) ausgedriickt, der Abtrennung des 
Einheitskernes von der allgemeinen Lisung. 

Fiir «=a nimmt y(x; 2) den Wert c(x) an, wihrend y(A, x; a) ver- 
schwindet. Eine Lésung von (5), welche fiir «= « den vorgegebenen Wert 


c(i,*) annimmt, ergibt sich ebenfalls vermittelst sukzessiver Approxima- 
tionen in der Form 


1 
(6) Y(i, x; x) = e(%, x) + y(i, x; 2) +f c(i, 4) y(A, x; x) dd. 
0 


Wir nennen Y(i,x; 2) eine allgemeine Lésung von (5), wenn die mit 
c(i,x) als Kern gebildete Integralgleichung 
1 


(7) (x) = C(x) +.f O(a) e(A, x) da 


*) Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
5. Mitt., Gott. Nachr. 1906, S. 439f. 
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fiir beliebiges c(x) lésbar ist, d. h. wenn die zu ¢(4,x) zugehérige Fred- 
holmsche Determinante von Null verschieden ist. Es folgt durch Einsetzen 
von ¢(x) aus (7) in (3) unter Beriicksichtigung von (6) 


(8) y(x; x) = C(x) +f (2) Y(A, x; x) da. 


0 


Nun geniigt auch Y(i, x; x)—y(i, x; x) der Integrodifferentialgleichung (2) 
und nimmt fir z= «a den Wert c(i,x) an; also ist nach (8) 


1 
Y(i, x; x) — y(i, x; 2) = — C(i, x) — | C(i, a) Y(d, x; x) da 
0 
oder 
1 


(9) y (i, x; 2) = Cli, x) + Y(i, x; 2) + C(i, 4) Y(a, x; x2) di, 
0 
wobei entsprechend (7) 


1 
(10) c(i, x) = — O(i, x) — f Cli, a) (a,x) da 
0 


ist. 
Nun ist nach einem bekannten Satze von Fredholm*), wenn 


1 


(11) Y (i, x) = c(i, x) + y(i, x) +f e(%, a) y(A, x) da 
0 


ist, die Fredholmsche Determinante von Y(i,x) gleich dem Produkte der 
Fredholmschen Determinanten von c(i, x) und y(i, x). 

Es verschwindet aber y(i, x; x) fiir =a, also hat die zu y(i, x; a) 
gehérige Fredholmsche Determinante den Wert 1 und man kann daher um 
@ eine endliche Umgebung in der komplexen x Ebene angeben, fiir welche 
die Fredholmsche Determinante von y(i,x; 2), die nur von 2 allein ab- 
haingt, gewiB von Null verschieden ist. Dasselbe gilt aber nach (6) ent- 
sprechend dem eben erwihnten Satze fiir die Fredholmsche Determinante 
einer jeden allgemeinen Liésung der Feldgleichung und iiberhaupt fiir 
jede Lésung der Feldgleichung, die in irgend einem Punkte der eben be- 
trachteten Umgebung von «@ einen Wert y(i,k) annimmt, dessen Fred- 
holmsche Determinante von Null verschieden ist. Da man nun jeden 
Punkt des zugrunde gelegten Bereiches als « wiahlen kann, so folgt in 


*) Fredholm, Sur une classe d’équations fonctionelles, Acta math. 27 (1903), 8. 383. 
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bekannter Weise, daB die Fredholmsche Determinante einer allgemeinen 
Lésung in dem ganzen Bereiche nirgends verschwindet.*) 

La8t man nun in einem mehrfach zusammenhiingenden Bereich der 
w-Ebene, innerhalb dessen a(4,x; 2) die am Anfang dieses Paragraphen 
vorausgesetzten Eigenschaften hat, 2 einen geschlossenen Umlauf machen, 
so wird y(i,x; 2) im allgemeinen in eine andere Lésung 9(i,x; x) der 
Feldgleichung iibergehen, so daB 


1 
(12) 9 (i, %; 2) = e(%, x) + y(%, x; Z) +f c(i, 2) y(A, x; x) dd 
0 


ist. Wir bezeichnen nun nach Schlesinger 


1 
c(i, #) + y (i, «5 2) +f e(4, 2) y(A, x; a) da 
als Operation aufgefaBt mit J 
{e(s, x)} {y@, x; 2)}, 
wobei dann dieselben Regeln gelten, wie bei der Komposition von Bilinear- 
formen**), 

Die Formel (12) gilt speziell bei einem Umlauf um irgend einen 
isolierten singuliren Punkt, etwa z= 0, in dessen Umgebung |a(i, x; x)| 
mit einer geeigneten Potenz von | multipliziert unterhalb einer festen 
endlichen Grenze bleibt; diesen Fall werden wir im folgenden ausschlieBlich 
betrachten. 

Es sei nun y(i,%; 2) eine andere, in der Umgebung von 0 (dieses 
aber ausgeschlossen) regulire Funktion von z, deren Fredholmsche Deter- 
minante fiir alle in Betracht kommenden Werte von x nicht verschwindet 
und welche bei dem obigen Umlauf in j(i,x; 7) tibergeht, so dab 

1 


(13) (H(i, 5 )} = (c(i, #) + 9(i, x5 2) +f eC, a) 9(A, x; 2) da} 
0 


= (c(#, »)} {0(@, 5 )} 
ist; dann nennt Schlesinger y(i,x; 2) und y(i,x; 7) kogredient fiir die 
Umgebung von z= 0. 


*) Schlesinger zeigt |. c. 8. 96 durch Grenziibergang, daB die Fredholmsche 
1 


z 
fax f alc; 2a 
Determinante von y(i,x;2)denWerte” ° hat; Sassmanshausen, ein Schiiler 
von Schlesinger, beweist (Deutsche Math. Ver. 25 (1916)) die Formel direkt aus der 
Darstellung der Fredholmschen Determinante. 
**) Ist H(é,x) die Einheitsform, so entspricht als Bilinearform aufgefabt 
{e(¢,x} { y(t, x)} formal (EZ (é, x) + e(, x) (EG, x) + yi, x) — E(4, x). 

Da die Fredholmsche Determinante von c(i,x) von Null verschieden ist, existiert 
c~*(i,x), 80 daB { c(é,x)} {c~*(¢,x)} —0 ist. 
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Ist dann*) 
(14) {y(d, x; 2)} {y-*(i, x; z)} — 0, 
so ist 


(5-¥(i, x5 2)) = (eG, )} (9(i, »5 2) -* = (9-204, x; 2)} (44, x)}, 

also ist 

(15) {H-*(G, «3 2)} (F(a, *; 2)} —( y-*(4, x; w)} (c-* (4, %)} {e(%, x)} (y(s, x; 2)) 
= (9°, 5 @)} (y(, 5; 2)} = 6%; 2) 

eine in der Umgebung von z = 0 eindeutige Funktion und 


{ y(i, x; x)} = {y(4, x; x)} [f(i, x; z)}; 


@°) ( (i, x5 2)] = (y (i, x5 2)) (1-26, #5 2). 
§ 2. 
Die Cauchy-Volterrasche Integrodifferentialgleichung. 
Der einfachste Typus einer Feldgleichung ist 
1 
(17) “of _ a(i, x) +J y(t, A; t) a(a, x)di, 
0 


in der a(i,x) von ¢ unabbingig ist. Setzt man dann in iiblicher Weise 
1 


[ a(i, A) a(d, x) dd = al *(G, x) peo 1. @...- 
0 
so folgt aus der Methode der sukzessiven Approximationen 


— Wr 
(18) y(i, x; t) ->'t a £2 = W(aii, x); t); 
vy=l 
W(a(i, x); #) nennen wir nach dem Vorgang von Schlesinger**) die 
Volterrasche Transzendente. 
W(aG, x); t+) geniigt ebenfalls (17); aus (6) folgt dann sofort 
das Additionstheorem 


(19) W(ati, x); t+) 
1 
= W(a(i, x); t) + Wali, x); u) + W (a (i, 4); t) Wald, x); u)da. 
0 
Setzt man 


t= lg 2, 


*) lc. 8. 108. **) Lc. 8. 118. 
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so erhalt man 


1 
(20) 495 2) OED) 4 'y(i, a; 2) 2% aa; 
0 
diese Gleichung bezeichnen wir als Cauchy-Volterrasche Feldgleichung. 

Es besteht dann nach Schlesinger*) der Satz: 

Zu einer Feldgleichung gibt es in der Umgebung einer ihrer isolierten 
singuldren Stellen stets eine zu ihr kogrediente Cauchy-Volterrasche Feld- 
gleichung. 

Sei 0 diese singulire Stelle, dann kommt also der Beweis dieses 
Satzes darauf hinaus, zu zeigen, dab man zu jedem c(i, x), dessen Fred- 


holmsche Determinante von Null verschieden ist, a(i,x) so bestimmen 
kann, daB 


(21) W(aG, x); 2a V— 1) = c(i, x), 
da bei einem Umlauf um z= 0, der von 1 ausgeht, ¢ von 0 in 22/—1 
iibergeht. 


Ist c(i, x)! <1, so konvergiert die dem Logarithmus nachgebildete 
Reihe**) 


(22) os) —- — 69 4 G9) _ 

Setzt man dann fiir 2x/—1 a(i,x) diese Reihe ein, so ist (21) erfillt, 
da der Bau der Reihe fiir W(a(i,x); ¢) formal mit dem der Reihe fiir 
ee”) — ] iibereinstimmt und alle in Betracht kommenden formalen Rech- 
nungsregeln fiir beide Reihen gleicherweise gelten. 

Ist |e(i,x)| nicht durchaus <1, so kann man, wie Schlesinger an- 
deutet, den Nachweis durch Grenziibergang aus der analogen Tatsache in 
der Theorie der Matrizen oder durch analytische Fortsetzung vermittels 
des Additionstheorems (19) erbringen. Wir wollen jedoch einen anderen 
Beweisgang einschlagen, der uns gleichzeitig fiir die spiiteren Entwick- 
lungen Material bringen wird. Der Beweis besteht darin, daB wir c(#, x) 
in zwei Summanden zerlegen, die zueinander orthogonal sind, derart daB 
auch 22/— 1 a(i,x) in zwei zueinander orthogonale Summanden zerfillt, 
von denen der eine durch eine zu (22) analoge Reihe, der andere in end- 
licher Form darstellbar ist. 

Zu diesem Zwecke setzen wir also 


(23) c(i, x) = ¢, (i, x) + c(i, x), 
wobei ¢,(i,x) der Bestandteil von c(i, x) ist, dessen notwendigerweise nur 
in endlicher Anzahl vorhandenen Eigenwerte absolut genommen kleiner 


*) 1. c. Abschnitt V. 
**) Schlesinger, 1. c. S. 115. 


34* 
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sind als zwei, wiahrend alle Eigenwerte von ¢,(i,x) absolut genommen 
gréBer sind als zwei*). Es ist: 


1 


1 
(24) { ©, (i, 2) e(4, x) da — | (i, 2) ¢,(a, x) da = 0. 
0 0 


1 
y (i, *) = C, (i, x) + u | y (i, 4) c(4, x) di, 
so konvergiert die Reihe 
(25) 7 (i, %) = ¢(%, x) + wey (G, x) + we, (i, x) + --- 


absolut und gleichmiBig in i und x, wenn |u| < 2 ist. In der Tat laiBt 
sich nach den Fredholmschen Formeln y(i, x) als Quotient zweier ganzer 
transzendenter Funktionen von uw darstellen; der Nenner ist von i und x 
unabhangig, seine Nullstellen sind absolut genommen gréBer als zwei, so 
daB der absolute Betrag des reziproken Wertes des Nenners fiir pu <2 
unterhalb einer von i und x unabhingigen Grenze bleibt; dasselbe folgt 
fiir den Zahler unmittelbar aus dem beim Beweis der Fredholmschen 
Formeln beniitzten Hadamardschen Determinantensatz. Daraus folgt un- 
mittelbar die absolute und gleichmiBige Konvergenz von (25) und um so 
mehr gilt diese fiir die Reihe 

(26) 2#V—1a,(i,x)—a(i,x)—- FOX, SO»... 

Hingegen zerlegen wir c,(i,x) entsprechend seinen Eigenwerten und den 
zu diesen Eigenwerten gehérigen kanonischen Untergruppen**) in eine 
Summe von zueinander orthogonalen Summanden, setzen also 


¢, (4, 4)= C; (i, *%) + Ci, x) +.-- 7 


wobei, wenn wir C,(i,x) als typischen Reprisentanten herausgreifen, ***) 


*) Goursat, Recherches sur les équations intégrales, Ann. de Toulouse 22 (1908), 
S. 64; vgl. auch Hahn, Bericht iiber die Theorie der linearen Integralgleichungen, 
Deutsche Math. Ver. 1911, S. 25. 


*) Goursat, 1. c. 8. 63, théoréme VIII. 
***) Diese Darstellung geht aus der von Goursat S. 68, 1. Zeile gegebenen hervor, 
indem man wie Ll. c. 8. 67 
: ®, = 9,, 9, = 9,,°-+, 9, =, 
und 
¥, + ¥, =o, Vet Ys = Hy, °°5 %-1 + Y= %-1, Y=, 


setzt. Im Texte ist dann statt ® wieder ? statt Y wieder » geschrieben. 
u 


1 


rr fw ww “ 
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(27) u, Cy (i, %) = Hy ()(y %) + Hy (%)) + pe (t) (Ye) + ¥5@)) + - 
‘ + P, -1 (#) (v,_1 (%) + Y, (%)) > 9, (#) v, (x) 
1 


9 a5 . °\ . 
(28) J g,(i)¥,di | 
rs =1l, wennr=s 


und 


=0, wenn r+s, 


ist. Ferner ist w,| <2, speziell aber muB wu, von —1 verschieden sein, 
da wir annahmen, da® die Fredholmsche Determinante von c(i, x) von 0 
verschieden ist. 

Sei zunichst y= 1, so wollen wir zeigen, daB man A,(i, x) so be- 


stimmen kann, dab 


(29) W (A, (i, x); 2xV—1) = a 
1 
wird. Wir setzen versuchsweise 
(30) A, (i, 2) = BOK), 
dann folgt aus (29) 
22V-1 1 
(31) e¢ =14+4; 


diese Gleichung fiir 9 ist immer auflésbar, da fiir u, die Werte 0 und 


—1 ausgeschlossen sind. 
Im oar Fall setzen wir entsprechend 


(82) A, (x) =" [,@) +H) + 2 We) +H] +--+ BOM, 


wobei fiir die Funktionen g, # die Relationen (28) gelten mégen. Dann 
wird 


(33) W (A, (i, x); 24V— 1) 
¢nV—1 2aV-1 a2V-1 
=, (OL (e ¢ —1) &(#)+ — ; 4 'n(%) +(° = y* rf Vax) + °° 
eV aay=1 
+9,(i)] (ee —1) i, (*) + = *y—! e b: Ga(z) + -°°] 


Bestimmt man og aus (31), dann kann man von den Funktionen g, ~ 
durch eine doppelte lineare Substitution*) zu den g, y so tibergehen, dab 


*) Vgl. auch Lalesco, l'étude des noyaux résolvants, Bulletin de la Soc. math. 
39 (1911), S. 86 u. 96. 
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die rechte Seite von (33) in C,(i,x) tibergeht und fiir die Funktionen 
und w einerseits, g und w andererseits die Orthogonalitiitsrelationen (28) 
gelten. 

Nun sind die Funktionen A, (i, x), A,(i, x) usf., wie aus (32), (33) und | 
(26) hervorgeht, untereinander und zu a,(i, x) orthogonal, also folgt aus 
der Definitionsgleichung (18) 


(34) W (AG, x) + A,(i, x) +---+ A, x) + 4,4, x)); 2xV—1) 
= W(A, (i, x); 2a V—1) + WA, (i, x); 22V —1) +--- + W(A, (i, x); 22 V—1) 
+ W(a,(i, x); 2a V—1) =C,(i,x) + C,(i,x) +---+ C,(i, x) + (i, x) =e(i,x). 
Es ist damit also tatsichlich gezeigt,, da’ man bei vorgegebenem 
c(i, x) stets ein a(i,x) so bestimmen kann, daB (21) erfiillt ist; es ent- 
steht nun die Aufgabe, alle iiberhaupt méglichen a(i,x) zu bestimmen, 
mit anderen Worten, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir anzugeben, daB zwei Cauchy-Volterrasche Feldgleichungen kogredient 
sind. Es sollen jedoch dieser Untersuchung im niichsten Paragraphen einige 


formal abzuleitende Siatze von Schlesinger, die wir spiiterhin brauchen 
werden, vorangestellt werden. 


§ 3. 
Zusammenstellung von Hilfsformeln. 
Ist y~*(i, x; 2) das inverse Feld zu y(i, x; x), also 
(35) {y(i, *; ©)} (y~* (i, *; z)} = 0, 


so erhilt man durch Auflésung der Integralgleichung (5), in welcher 
y(i,4; x) als Kern aufgefaBt ist, 


1 


=r . dy(é.azsz) . (are ; dy(i,%;2) 35, 
(36) a(i, x; %)=——"F +J y~*(4, 4; 2) Go a. 
Ist dann 

(37) y(i, x; 2) = {y(é, #; x)} {g(%, x; 2)}, 


so geniigt y(i,x; 2), wie aus (36) und (37) durch Umrechnung folgt*), 
der Feldgleichung 
1 
(38) eo 2 = a(i,%; 2) + / y(t, 4; 2) a(A, x; x) di, 
0 


wenn 


*) Schlesinger, 1. c. S. 110. 
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1 
(39) ali, x; 2) = ali, x; x) + a(i, A; 2) g(A,x; x) da 
0 
1 


+f, A; ©) a(d, x; x) dd 


0 
11 : 
+S [7-45 2) a(A, v5 2) 9(0, 95 2) ddd + SER 
00 
1 


+f 9-2, a; 2) 9S ga 
0 


ist. Ferner erwihnen wir noch die folgenden zwei Satze von Schlesinger: 
a) Geniigt y(i, x; 7) der Feldgleichung*) 
1 


dy(i,«; x) a(i, x; 2) + { v(i, A; x) a(d, *; x) da 
0 


(9) . = 


und ist y~*(i,*; 2) das inverse Feld zu y(i,x; x), so geniigt y~'(i, x; x) 
der Feldgleichung 


dy~* (i, x; 2) 
dz 


1 
(40) = —ali, x; 2)—f y-%(A, x; «) ali, a; 2) da. 
0 


b) Die allgemeine Lésung**) der inhomogenen Cauchy-Volterraschen 
Streckengleichung 


1 

pans dy (x; ae (h, ‘ 

(41) a = =| y(a; x) 24 di + f(x; x) 
0 


laBt sich in der Form darstellen 


(42) (x; 2) =f ab [fms &) +f aa f(a; &) W (ald, »); Igz)]- 


§ 4. 
Kogrediente Cauchy-Volterrasche Integrodifferentialgleichungen. 
Es handelt sich nach den Ausfiihrungen der § 1 und 2 um die Aufgabe, 
zu gegebenem stetigen a(i, x) alle stetigen Funktionen b(i, x) und alle in 


der Umgebung von «=O eindeutigen Funktionen f(i,x; x) zu bestim- 
men, so daB gemiB (16) 


(43) W (aii, x); Ig x) = { W(bG, x); lg x)} (FG %; 2)} 
wird. Diese Frage hiaingt auf das engste mit den Eigenwerten der Funk- 


*) Le. 8. 118. *) Le. S. 122. 
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tion a(i,x) und der in (21) definierten Funktion c(i,x) zusammen. Es 
sei namlich y(x; 2) eine Lésung der Integrodifferentialgleichung 
1 
dy(x; x) 


(44) 7 -J y(A; 2) 


a(d, x) 


di, 


so daB entsprechend (3) y(x; 2) sich in der Form 
1 


(45) y (x; x2) = C(x) + {co A) W(a(d, *); Ig x)da 
0 


darstellen laBt. W(a(d,x); lg) verschwindet nach (18) fiir  =1; ferner ist 
(46) y(x, 1) = C(x). 
Also wird nach einem Umlauf von z um 0 entsprechend (21) 


1 


(47) 9 (x, 1) = C(x) + f O(a) e(a, x)aa 
0 


und speziell wird 
(48) y(*, 1) = oy(, 1), 
wobei @ von x unabhiingig ist, wenn 


1 
(49) C(x) = * 5 f O(a) e(a, x) da 
0 


1 , ; ; 
ist, wenn also - ein Eigenwert mw, von c(A, x) ist. 


—1 

Nun folgt aus der Darstellung (18) von W(a(A, x); lg x), wie weiter 
unten noch naher ausgefiihrt werden soll, daB W(a(i,x); lg z) mit einer 
endlichen Potenz von z multipliziert an der Stelle = 0 endlich bleibt. 
Setzt man daher, wenn (49) erfiillt ist, 


22)V-1 
, 1 


(50) e¢ =@=1+-, 
By 


so erhailt man durch formalen Ansatz von y(x; 2) in der Form z¢ $(x; 2), 
wo (x; x) eine Potenzreihe in bezug auf z ist, 
1 


(51) y(x; x)= xe @(x). 
Dabei ist 
1 
(52) (x) = 0 f p(A) a(a, x) a2. 
0 


Die Eigenwerte g von a(d4,x) und die Eigenwerte u von c(A, x) sind 
also durch (50) verkniipft; die reziproken Eigenwerte von a(i, x) und | 
b(i,x) diirfen sich daher entsprechend der in § 1 gegebenen Definition 
der Kogredienz nur um ganze Zahlen unterscheiden. Um diese ganzen 
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Zahlen festzulegen, wollen wir zeigen, da8 man stets zu einer kogredienten 
Feldgleichung tibergehen kann, bei welcher ein einziger reziproker Eigen- 
wert um 1 vermehrt bzw. vermindert ist. 


Es sei a(é, x) in die zwei orthogonalen Summanden a, (i, x) und a,(i, x) 
zerlegt, wobei analog zu (32) 
a ates Ol Fl) y 
(5B) a, (i, x) = PO TH (x) + eH] + HH) F BQ] +> + HORM. 
Wir setzen 
(54) g(i, x; 2) = (a@—1) (9, O@¥,%) + Q.@ v(*) +--- + G,O¥,@), 
also hat man 
(55) g-*(i, x; 2) = —* G, OF, +H, HW +--+ GOV, @). 


Ist dann 


(56) Wai, x); lg x) = { W(aG, x); Ig x)} {9(%, x; 2)}, 
so folgt aus (39) durch eine leichte Rechnung 

‘a ' aft 1 7 
(57) a(i,x)=9,()(—+1)[%@) + 45 a) 


~ {1 1 . 
+ G2(i)(_ +1) [ s(x) + +1 Ws (x | 2 dial 
, 1 
“+ 9, (i) ¥,(%) (5 +1) + (i, 2). 
Es ist also*) in dem a,(i,x) entsprechenden Summanden tatsichlich 


: durch . + 1 ersetzt. Besitzt a,(i,x) noch o als Eigenwert, so sind 


noch weitere Summanden abzuspalten und genau wie a,(i, x) zu behandeln, 

Nimmt man statt g(i, x; 2) die Funktion g~'(i,x; x), so wird der rezi- 

proke Eigenwert um 1 erniedrigt. Nun haben die Eigenwerte von a(i, x) 

als einzige Hiufungsstelle oo, es gibt also nur eine endliche Anzahl von 

Eigenwerten, fiir welche der absolute Betrag der reellen Teile ihrer rezi- 
1 


proken Werte gréBer ist als >" 


Durch eine endliche Anzahl von Transformationen der beiden ange- 
gebenen Arten kann man also stets erreichen, daB die reziproken Werte 
aller Kigenwerte von a(i, x) reelle Teile besitzen, die zwischen — a und + : 
liegen. Ist diese Bedingung fir alle Eigenwerte von a(i, x) erfiillt, dann 
behaupten wir, daB W(a(i, x); lg a) an der Stelle 2 =O schwicher un- 

1 


. . - . . 1 1 o 
endlich wird, als x *, wenn wir die Grenzen =~ und + 7 zunichst 


*) Die Darstellung (57) l4Bt sich durch eine auf die @, (7) und %,(x) auszuiibende 
doppelt lineare Substitution wieder orthogonal in die alte Normalform iiberfiihren. 
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ausschlieBen. Den Beweis fiihren wir analog wie in § 2 bei e(i, x), d. h. 
wir setzen 

(58) a(i, x) = a, (i, x) + a, (4, x), 

wobei a,(i,%) und a,(i,x) zueinander orthogonal und alle |Eigenwerte 
von a,(i,x) dem absoluten Betrage nach <4 sind, wihrend die absoluten 
Betriige der Eigenwerte von a,(i, x) gréBer sind als 4. Dann ist nach (18) 
(59) W (aii, x); lg x) = W(a, (i, x); lg x) + W(a,(i, »); Ig zx). 

Wie man sich durch dieselbe Rechnung, die zu (33) fiihrte, leicht tiber- 


zeugt, besteht W(a, (i, x); lg x) aus einer endlichen Anzahl von Summanden 
der Form 


1 1 = 2 } - , 
- 2 —_ / , _~ Igx B(x) , _. /Iga\? ®, (x) ] 
¥,(i)| (ae —1) w,(%) +28 a te (—— reesey 


e 1! e 
, 1 ; 1) } 
: cal , o.oo 2 
+ P(t} (2: 1) ¥,(%) + es te 
Da*) 
> 1 ‘1 — 
(60) =3 <i (.) < >? 


so wird W(a,(i, x); lg x) fir =O und fiir z = oo schwicher unendlich, 
1 1 
als z * bzw. als z?. 


Ist ferner 
1 


(61) a, (i, x) = a,(i, x) + uf ty (/, 4) ag (4, x) dd, 
0 

so konvergiert die Reihe 

(62) tt, (i, x) = ay (i, x) + pa®(i, x) +--- 


absolut und gleichmiaBig in i und x, wenn w»< 4. Durch analoge Schliisse, 
wie wir sie anschlieBend an (25) gemacht haben, folgt 


, 3 
(63) : ay(i,x)|<t, 
also ist 
1 
igzi = Miz| *, wenn |z| <1, 
W (a, (i, x); lg xz) < Me * 1 


M\z\*, wenn |z|>1. 


I 


Unsere Behauptung ist damit vollstindig bewiesen und gleichzeitig ist gezeigt, 
daB, auch wenn (60) nicht erfillt ist, W(a(, x); lg) in der Umgebung 
von z= bzw. oo nicht stirker unendlich wird, als eine geeignete 


1 
Potenz von = bzw. 2. 


*) R bedeutet: reeller Teil. 
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Wir denken uns jetzt in (43) a(i, x) und b(i, x) durch eine vorherge- 
gangene Transformation der angegebenen Art so umgestaltet, daB fiir alle 
Eigenwerte (60) erfiillt ist. Da nun b(x, 7) dieselben Eigenwerte hat wie b(i, x) 
und die Eigenwerte von — b(i,x) sich von denen von +5(i,x) nur durch das 
Vorzeichen unterscheiden, so folgt aus (40), dab auch W~'(b(i, x); lg x) 

1 1 


an der Stelle z = 0 bzw. oo schwiicher unendlich wird, als x ! bzw. x2. 


Es folgt also aus (43) 
(64) f(i, x; 7) =| W-' (0G, »); lg x)} { W(ati, x); lg x)} 
wird fiir «=O schwiicher unendlich als =, verhilt sich also daselbst 
regulir. Da derselbe SchluB fiir 2 = oo gilt, so ist f(i,x) von x unab- 
hiingig. Derselbe SchluB ist aber noch durchfiihrbar, wenn, was vorkom- 
men kann, fiir eine endliche Anzahl von Eigenwerten in (60) das Gleich- 
heitszeichen zu setzen ist. Man kann es nimlich dann stets so einrichten, 


daB bei a(i. x) und b(i, x) fiir diese Eigenwerte R (=) = = ist; fiir 


— b(i,x) ist dann R (— ) =— La woraus sich dieselben SchluBfolge- 


rungen ziehen lassen, wie oben. Da also ganz allgemein /(i, x) von 2 
unabhiingig ist, so ergibt sich aus (43) und (39) 


(65 (a(é, x)} = (f-*(G, x} (G4, x) (FG, »)}. 

Die Kompositionen mit ,,Konstantenfeldern® /(i, x)*) und mit Funktionen 
g(t, x; 2) von dem in (54) bew. (55) angegebenen Typus sind also die ein- 
zigen, bei denen Cauchy-Volterrasche Feldgleichungen wieder in solche iiber- 
gehen. 


§ 5. 
Singulare Stellen der Bestimmtheit. 


Nach den Ausfiihrungen des § 2 kann man fiir die Umgebung einer 
isolierten singuliiren Stelle der Feldgleichung (5) eine Cauchy-Volterrasche 
Feldgleichung angeben, deren Lisungen kogredient zu den entsprechenden 
Lésungen von (5) sind, d. h. man kann eine stetige Funktion b(i,x) von 
i und x so bestimmen, dab 


(66) (y(i, x; 2)} ={ W (b(i, x); lg :)} (f(i, x; x)) 


und f(i, x; 2) in der Umgebung von «=O eine eindeutige Funktion 
ist. Hat f(i,x; 2) die Eigenschaft, mit einer endlichen Potenz von z 
multipliziert sich in der Umgebung von «=O analytisch zu verhalten, 


*) Schlesinger, 1. c. 8S. 114 
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so nennen wir z = 0 eine singulire Stelle der Bestimmtheit. Wir wollen 
nun zeigen, daB speziell z = 0 eine singulire Stelle der Bestimmtheit fiir 
die Feldgleichung 


dy (i, %; 2) a(i,x 


1 
- ) se ° - ss , f/f ‘A, ) P 
(67) a a ae + Mi, =; 2) +f y(i, a; x)(* = + h(a,x; x)) da 


ist, wenn a(i,x) eine in ¢ und x stetige Funktion, h(i, x; 2) aber eine in 
der Umgebung von =0 analytische Funktion ist, deren absoluter Be- 
trag fiir alle in Betracht kommenden Werte von i und x daselbst unter- 
halb einer festen endlichen Grenze liegt. 

Schlesinger*) behauptet dann weiterhin, daB man in diesem Falle 
nach vorhergehender einfacher Transformation es stets erreichen kann, daf 


b(i, x) = a(i, x) 

wird. Den Beweis erbringt Schlesinger, wie er mir mitteilt, wiederum 
durch Grenziibergang von einem endlichem Systeme. Wir wollen uns hier 
zum Beweise derselben Methode bedienen, wie im vorigen Paragraphen 
und setzen zu diesem Zwecke zunichst voraus, daB fiir alle Eigenwerte 9 
von a(i,x) die Ungleichung (60) bestehe, die wir aber gleich durch die 
genauere, auch die Ausnahmefille umfassende Ungleichung 
, 1 1 1 
(60a) —gté<R()<5 
ersetzen, wobei 6 eine zwar beliebig kleine, aber feste positive Zah] bedeutet. 

Wir schreiben dann (67) in der Form 


1 


. ly (i, x; ie (A, x ae 
(03) “e ol | y(i, 4; 2) an dh + fli, x; 2), 
. 0 
wobei 
1 
(69) i, x: x) = 2” + h(i, x; x) + J y(i, a; 2) h(d, x; 2) da 
? b | j x£ NO ? e ¥\4, ? y "9 
0 


ist. Nach (42) erhailt man dann fiir y(i,x; 2) die Volterrasche Integral- 
gleichung 


x 1 
a(x 


(70) y(i,x; 2) =f def 2 + hin; 8) +f aa (" 2? + h(i; 8) W(a(2, »); Ig ; 
to 0 


1 1 1 


+f a lf Minas E)h(A,x; &)da + faa { y(i,us &) h(u, as E\du W (a(2, z); lg ; 
Zo 0 


0 0 
=6,+6,. 


*)C. R. lc 8. 1864. 
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Wir nehmen dabei zuniichst an, dab z mit 2, auf demselben durch 0 
gehenden Radiusvektor liegt und dab |z|<|2,|, also stets |x| < |&| ist, 
woraus dann folgt, dab 


—-¢ 


2 
(71) W (ala, x); lg 7) <M $ 


ist, wenn M eine feste, endliche, positive GréBe ist. Dieselbe Eigenschaft 
mégen in der Folge M,, M,, M,,--- haben. Also ist 


- M 
(72) 6,;\<—-- 
-d 
la|? 
Sei ferner 
Zo 1 
2 -0o 
oni , M, lé 
(73) 2(2) = —;* + few -~ \d&| 
—=-d 
x ie 
M / (|a,|/—,x!)? @ 
= —! (1+(\2% —|x|)M,+ i M,* + ---) 
0 
zi? 
M M. 
— —_ Aitel—lt he - 
0 = -0o 
z|? x\|* 
dann ist 
a . X 
(74) y(t,x; x2)|<l2e(a4)\ << Ms . 
-d 
x\? 


Durch Wiederholung des oben in § 4 fiir W~*(b(i,x); lg 2) durchgefihrten 
Schlusses folgt ebenso 
M 


- 


(75) y~*(i, x; 2)| < 


woe 


x ' 


wobei wegen (60a) hier d im Exponenten von | wegzulassen war. 

Entsprechend den Ausfiihrungen in § 4 denken wir uns ferner von 
vornherein b(i,x) so transformiert, daB (60a) von selbst erfiillt ist, 
daB also 


(76) W (b(4, x); lg =) < = , 
\ 0 -0 
x al 
(77) W-(b(i, x); Ig 2) < 8 
zx 2 


wird. Nach (66) ist aber 
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fli, x; 2) =| W-* (0G, #); Ig E)} (yi, 5 2), 
also 
ain _ XL y M.-J 
(78) fl, x5 2)|< “s+ + 
—_- -d 
2|? ||? la 


Diese Formel gilt zuniichst nur, wenn z sich von 2, aus geradlinig dem 
Werte z=O0 nihert; aus (6) folgt aber, daB (74) und damit (78) bei 
jeder geradlinigen Annaiherung an z= 0 gilt. Da nun f(i, x; 2) in der 
Umgebung von x =0 eindeutig ist und nach (78) |f(i, x; z)|-\a|'~? in der 
Umgebung von z= 0 unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, so folgt, 
daB f(i,x; 2) sich in der Umgebung von z = 0 analytisch verhilt. 

Dieselbe Eigenschaft ergibt sich aus (75) und (76) fiir f—*(é, x; 2). 
Wir setzen nun 


(79) (ix; 2) = f,(4%) + efi; 2) = (AG *)) (2f @%; 2) 





1 
= f,(i,x) + xf (i,x; 2) + xf fi i, 1) f (a,x; 2) dA, 

wobei also : 

(80) f (a, #; x) = f(% %; @) +ff- i, A) fo(A, #3; 2) dd 

und ; 





fi" 4) = £-*G 4; 9) 
ist. Es sei jetzt 


(81) | W (b(i, #); Ig =)| (AG *)} =| W (4G, »); ig -)} 

also 

(82) (y(i, »; z)} =| W (, (i, x); lg =)} {xf (i, x; 2)}. 
Berechnet man dann at *) + h(i, x; x) vermittelst (39), so ergibt sich 


(83) b, (4, *) = a(4, x). 
Wir haben daher den Satz: 

Erfiillen alle Eigenwerte @ von a\i,x) die Bedingung (60a), so gibt 
es eine in der Umgebung von x = 0 analytische Funktion f (i, x; x), so daf, 
wenn y(i,x; x) der Feldgleichung (67) geniigt, 


(84) (y(i, »5 2)) —{ W (ai, »); Ig Z)} (27 % 2)). 


Im allgemeinen Falle gibt es endlich viele Kigenwerte von a(i, x) | 
fiir welche (60a) nicht erfiillt ist. Es ist daher wieder wie im § 4 zu 
untersuchen, wie a(i, x) sich aindert, wenn wir einen reziproken Eigenwert 
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um 1 erhéhen bzw. vermindern. Wir zerlegen a(i,x) in die zwei ortho- 
gonalen Summanden a,(i, x) und a,(i, x), wobei analog zu (53) 


O60) + VaCo)] + 2 [Wye + lo)] +--+ HOS 


85) a,(i,x)— 
(85) a, (i, x) : : 


ist und setzen 
(86) g(t, %; 2) = (@—1)[H, (7) (Hy &) + Ly) + Gy (i) (Wel) + HH _%)) +> 


“+9,O(%,@ +27,)], 
wobei fiir alle Werte von m und n 


1 
(87) JS Gn (i) %n(i) di = 0 
0 


sein mége. Dann ist: 


(88) 97 *(i,x; 2)—*—*[F, DG, @+ 27,0) +F,() (0 +2) +> 


x 
Es sei 
(89) {y(a, 5 2)) ={y(%, x; x)} {g(%, x; x)} 
und 
1 
' dy (i, x; 2) L, % . i ix 
(90) © - *) ‘+ dn ins 2) +f (i, a; 2) (“ ) 4h, (a,x; 2) da, 


wobei h,(A,*; 2) in der Umgebung von z = 0 analytisch ist. 
Dann folgt aus (39) 


(91) a(i, x) = 9,)(-+1)[¥,@)+ 5%) 


+$s(i) (6 +1) [ ve) + 5 He) | +--+ 6,0 ¥@ (5 +1) + (i, »), 


wenn 
1 1 
(92) —1(#)(1+=)+ f 1s(A)a(a,x) da —* +f ®, (A) ACA, #30) da 
0 0 
11 


— ff (A)h(A, w; 9) [9 (4) B,(%) +--+ 9,(u) ¥,(*)]didu=0, 
00 


o 1 


1 
f _ 1 : / ds (*) . Oo 
—mie)(1+9)+J Ag(A)a(A,x) da — - +4 W,(A) h(A, x; 0) da 

= | 
— Jf vy(A)h(A, ws 0)[G,(u) O,(%) +--+ F,(u) ¥,(@)] dadu =O, 
0 


0 


1 1 
—n(®)(14+2)+f 4,2) a(x)da— « + [G,(A) h(a, »; 0) da 
0 0 


11 


~f 


— ff v,(A)h(A, mw; O)[G,(u) Be) +---+G,(u) ¥,@)]dadu—0. 


00 
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Ist daher — ; kein Eigenwert von a(4,x), so sind die Integral- 
1+— 

gleichungen (92) fiir die Funktionen z auflésbar, wenn mit der letzten 

angefangen wird, in welcher « andeutet, daB sie ein Glied weniger enthilt, 

als die anderen; ferner folgt nachtriglich, daB die Gleichungen (87) er- 


fiillt sind. Wir haben also tatsiichlich erreicht*), daB 1 += an die Stelle 


1 , : . ; , 
von — getreten ist. Da wir entsprechend einen reziproken Eigenwert um 


eine Einheit vermindern kénnen, so kénnen wir durch wiederholte Anwen- 
dung von Transformationen der angegebenen Art erreichen, daB (60a) fiir 
die Eigenwerte erfiillt ist, wenn wir voraussetzen, daB sich nicht ewei 
reziproke Eigenwerte von a(i,x) um ganze Zahlen unterscheiden und dap 
zu denjenigen Eigenwerten von a(i, x), fiir die (60a) nicht von vorne- 
herein erfiillt ist, nur eine einzige Gruppe von Eigenfunktionen, (analog zu 
a,(é, x) in (85)), gehdrt. Nach Ausfiihrung aller dieser Transformationen 
gehe y(i,x; a) tiber in Y(i,x; 2), a(i, x) in A(i, x), so daB also ent- 
sprechend (84) 

(93) { Y(i, x; z)} = W(AG, x); lg =| {2 F (i, x; x)} 

ist, wobei F'(i, x; 2) eine in der Umgebung von z = 0 analytische Funk- 
tion ist. Wir machen nun die Transformationen in umgekehrter Reihen- 
folge schrittweise riickwirts. Wir setzen also etwa, g(i,x; 2) als Typus 
nehmend, 

(94) { Y(i, x; x)} ={ Y, (4, x; x)} {g(i, x; x)}. 


Geht dann g*(i,x; 2) aus g(i,x; 2) hervor, indem man alle y wegliBt, 
dann gibt es wegen der Ubereinstimmung der Formeln (91) und (57) ein 
A,(i, x), so dab 


(95) W (AGi, x); Ig =) = W (A (i, %); lg =)} { g*(i, x; x)}, 


also 
(96) { Y, (4, x; 2)} 

= W (A,(i, x); Ig =)} {g* (i, x; x)} {a F(a, x; x)} {g-*(i, x; x)} 
wird. 


Nun folgt durch direkte Ausrechnung, daB 


{ g* (i, x; 2)) {a F' (i, x; x)} {g-*(é, x; x)} 


*) Vgl. Anmerkung *) S. 525. 
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ebenso wie die dazu reziproke Funktion sich in der Umgebung von r=0 
analytisch verhilt; man kann also genau den SchluB anwenden, wie bei 
den Formeln (79)—(84); es folgt daher, analog zu (84) und (93), 


(97) (Ki #5 2)) —{ W(x, 9); We Z)} (2 FG, 5 2). 


Wiederholt man den SchluB, so folgt, daB unter den oben hervorgehobenen 
Voraussetaungen direkt (84) gilt. 

Ist dagegen — : ; im (92) ein Eigenwert von a(i, x), so sind im all- 

1 
e 

gemeinen die Integralgleichungen (92) nach den 7(x) nicht auflésbar. Wir 
lassen daher in (86) die Funktionen z(x) ganz weg; dann treten aber in 
(91) im den in eckige Klammern gesetzten Faktoren von 9,(7), 9,(¢) noch 
additive Zusatzglieder hinzu, nimlich die linken Seiten der ersten, bzw. 
zweiten usf. Gleichung (92), in denen jedesmal y(x) durch Null ersetzt ist. 
Da alle Zusatzglieder gleichzeitig zu 9,(x), 9,(x),---, p(x) orthogonal 
sind, so werden durch diese Zusatzglieder die Eigenwerte in (91) nicht 
geiindert. Man kann also auch in diesem Falle durch eine endliche An- 
zahl von Transformationen des angegebenen Typus erreichen, daB (60a) 
erfiillt ist; d. h. man kann auch in dem vorliegenden Fall die gegebene 
Integrodifferentialgleichung so transformieren, dap fiir die transformierte 
Integrodifferentialgleichung die Beziehung (93) gilt, ohne jedoch die Trans- 
formationen im allgemeinen so riickgiingig machen zu kénnen, daB man 
direkt (84) erhiilt. Denn es wird dabei in der (95) entsprechenden 
Formel g*(i, x; 2) mit g(i,x; 2) nicht denselben einfachen Zusammenhang 
haben, so daf 


(g*(G, %; x)} (w FCG, m5 @)} (g-*(4, %; @)} 
in =O einen Pol erster Ordnung haben kann. Dieses entspricht tibrigens 


bekannten Verhiiltnissen bei Systemen endlich vieler linearer Differential- 
gleichungen. 


§ 6. 
Fundamentalsysteme einer linearen Integrodifferentialgleichung. 


Nach den Ausfiihrungen des letzten Paragraphen kann man, allenfalls 
nach einer vorausgegangenen Transformation, die Liésung der Feldglei- 
chung (67) in der Form darstellen 


(98) (y(i, x; 2)} =| W (ali, x); Ig Z)} (27 Gx 2), 


in der f(i,x; x) in eine Potenzreihe nach positiven, ganzzahligen, steigen- 


Mathematisehe Annalen. LXXVII. 35 
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den Potenzen von x entwickelbar ist. Die allgemeine Lésung der ent- 
sprechenden Integrodifferentialgleichung (2) erhailt man daher nach (3) in 
der Form 
1 
(99) y(x; 2) = e(x) + | (4) W (ala, x); lg =) di 
0 _ 


1 1 . 
+ 2 | | (cw +f (4) W (a(a, u); Ig =)aa) 7 (ux; a)du |. 
‘ 0 ° / . 


Lo 


Es sei dann, wie in § 4, a(i,x) in zwei orthogonale Summanden 
a, (i, x) + a,(i, x) zerlegt und a,(i,x) durch (53) definiert. 
Nun ist nach den Ausfiihrungen des § 4 


r fe x 
100) W (a, (i, x); Ig =) 
1 1 x 1 1 x v—1 
, a\§ xz\’ Ly We (x x\§ x, w, (x) 
a = b. (x) + (= oe ae 0 v\ 
= 9, (8) (=) 1) V1 (%) 1 (=) @ 1! (=) ej (y—1)!_) 
1 . s£ z\r-2 wy 
( x\* ° | SS (x) 
i : <a iy ao) «he 0 0 0 oe nad - ° Yy\*) 
+ Pa() ' (=) 1) Wa\%) 4 , = e. (v- 21 | 
: - ig = 
~ a\§ , fee Ly 
+ @,_4(4) (*)- 1) ¥, (+ (2) = w,(x) | 


+ @,(4) ((2)¢1) 9,0]. 
Wir setzen dann der Reihe nach in (99) 


c(x) = w(x), w,_1(%), -- +, H(%) 
und erhalten die Lésungen 


1 1 


ut) ¥i(%5 Z) = = } [ v(x) t “| v,(u) f (u, x; x) du |, 


vu 
1 1 


Y_(%; 2) = (=) |v.) +2 | W,_1(u) f (um, #; @) du | 
0 - . = 
0 


(=) , 


+ - ig=[¥@ +2 f v,(u) fF (u, %; x) du), 























en 
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usf. Besitzt a,(i,x) noch g als Eigenwert, so erhailt man weitere zu @ 
gehérige Systeme von Liésungen der angegebenen Art und entsprechendes 
gilt fiir jeden Eigenwert von a(i, x). Die Frage, wann diese zu allen Eigen- 
werten von a(i,x) gehérigen Lésungen ein Fundamentalsystem bilden, 
d. h., wann sich die allgemeinste Lésung von (2) linear durch sie dar- 
stellen liBt, ist also aquivalent mit der Frage, wann sich eine stetige 
Funktion ¢(x) nach der Gesamtheit der zu allen Eigenwerten von a(i, x) 
gehérigen Funktionen y,(x) entwickeln laBt. 

Aus den groBen Beschrinkungen, die man dabei a(i, x) auferlegen 
muB, geht hervor, daB es bei den Integrodifferentialgleichungen weit zweck- 
maBiger ist, nach dem Vorgange von Schlesinger die Feldgleichung an 
die Spitze zu stellen, wie in § 1 ausgefiihrt wurde. 


Wirzburg, Oktober 1915. 
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Die Funktionalgleichungen der isomorphen Abbildung. 
Von 


Emmy Noeruer in Gottingen. 


i Nach Dedekind*) versteht man unter einer isomorphen Abbildung des 

Korpers % auf ein System 8 — das sich nachtriiglich ebenfalls als Kérper 
ergibt — eine solche eindeutige Zuordnung, daB jedem Element aus U ein 
und nur ein Element aus 8 entspricht; und daB der Summe, der Differenz, 
dem Produkt und dem Quotienten irgend zweier Elemente aus % immer 
wieder Summe, Differenz, Produkt und Quotient der eindeutig entsprechenden 
Elemente aus 8 zugeordnet sind. 

Eine soleche Abbildung sei durch eine — nach dem Obigen ein- 
deutige — Funktion f(z) vermittelt. Durchliuft dann ¢ alle Elemente 
Z,y,--- des Kérpers UM, so ist also f(z) charakterisiert durch die Funk- 
tionalgleichungen: 


(1) f(@t+y)—f(z)+fy); (2) f(e@—-») = f(@) —-f); 
8) fe-y) -f@)-fo; & r(Z)-%. 


f(y) 
Im folgenden sollen die allgemeinsten eindeutigen Lisungen f(z) dieser 
Funktionalgleichungen angegeben werden, wenn x, y,--~- alle reellen und 


komplexen Zahlen durchliuft; also die allgemeinste Funktion f(z), die eine 
isomorphe Abbildung des Korpers aller komplexen Zahlen leistet.**) Ganz 
analog ergibt sich die Lésung fiir beliebige Korper. 


*) Vgl. etwa: Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie (4. Aufi.). 
Supplement XI, § 161. Die der Gruppentheorie nachgebildete Bezeichnung ,,isomorphe 
Abbildung“ oder ,,Isomorphismus“ findet sich erst in der spiiteren Literatur; Dedekind 
spricht von den ,,Permutationen eines Kérpers*. 

**) Diese Frage wurde mir gegeniiber gelegentlich von Herrn Landau aufge- 
worfen. Wie ich nachtriglich bemerke, findet sich ein Teil der Lésungen schon bei 
H. Lebesgue: Sur les transformations ponctuelles, transformant les plans en plans. 
Atti Acad. Torino, 1906/07; und ebenso implizit bei A. Ostrowski: Uber einige Fragen 
der allgemeinen Kérpertheorie. Crelles Journal 143 (1913), § 2. 
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Die allgemeinsten Lisungen der Funktionalgleichung (1) hat G. Hamel*) 
vermége einer linearen Basis aller Zahlen konstruiert. Die hier gegebene 
Konstruktion der Lésungen von (1) bis (4) — also der Abbildungsfunk- 
tion, der gegeniiber die rationalen und algebraischen Operationen invariant 
sind — bedient sich der rationalen und algebraischen Basis aller Zahlen. 
Nachdem in 1. die isomorphe Abbildung genauer diskutiert wird, werden 
in 2. notwendige Bedingungen fiir f(z) gegeben, die in 3., als hinreichend 
erkannt, zur wirklichen Konstruktion fiihren.**) — Die Lésungen von (1) 
bis (4) sind bekanntlich mit Ausnahme von f(z) =z oder 7 unstetig; in 
4. wird weitergehend gezeigt, daB sie ,extrem unstetig“ sind — eine Tat- 
sache, die G. Hamel fiir die reellen Lésungen von (1) nachgewiesen hat, 
die aber dort im Komplexen nicht erfiillt zu sein braucht.***) 


1. Wir ziehen zuniichst einige Folgerungen aus den Funktionalglei- 
chungen (1) bis (4), und zwar direkt fiir allgemeine Kérper &. Nach (1) 
folgt aus der Eindeutigkeit: f(0) = 0. Bei nicht verschwindendem f(y) 
kann also auch das urspriingliche y nicht verschwinden, und die Funk- 
tionalgleichungen (1) bis (4) zeigen somit, daB das Abbildungssystem 8 
aller Werte f(z) wieder einen Korper bildet. Schreibt man umgekehrt die 
Anfangsbedingung /(0)=0 vor, so folgt aus (2) die Eindeutigkeit der 
Funktion f(z): Eindeutigkeitsforderung oder Anfangsbedingung f(0)=0 sind 
also gleichwertig. Aus (4) folgt, daB f(z) nicht identisch verschwinden 
kann; aus (3) weiter, daB f(¢) nur verschwindet fiir z=0. Denn aus 
f(y) = 0 und y+ 0 wiirde folgen, da : auch zu Y& gehért: 


fe) =f (5 -y)=f (=) ‘f(y) =9, 
also im Widerspruch zu (4) identisches Verschwinden von f(z). Aus 
f(x) = f(y) folgt somit « = y; d. h. jedem Wert von f(z) entspricht auch 
ein und nur ein Wert von z: f(z) ist eine umkehrbar eindeutige Funktion 
von gz. Wie die Funktionalgleichungen zeigen, ist die durch die Umkehr- 
funktion vermittelte Abbildung wieder eine isomorphe. Da jede rationale 
Operation aus einer endlichen Anzahl von Additionen, Multiplikationen 
und ihrer Umkehrungen zusammengeseizt ist, kann man also auch sagen: 
Durch die isomorphe Abbildung ist eine eineindeutige Beziehung zwischen 


*) G. Hamel: Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lisungen der Funk- 
tionalgleichung: f(«-+y) = f(x) +/(y), Math. Ann. 60, 8. 459 (1905). 

**) Vgl. parallel verlaufende Betrachtungen in meiner Arbeit: Die allgemeinsten 
Bereiche aus ganzen transzendenten Zahlen. Math. Ann. 77, S. 108 (1915), besonders 
§ 8 und § 10. 

***) Die Hamelsche Bezeichnung ,,total unstetig‘‘ wird in der sonstigen Literatur 
in anderem Sinne gebraucht. 
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den Elementen aus U und aus B hergestellt, derart, da alle zwischen je 
endlich vielen Elementen aus U bestehenden rationalen Relationen : 

F(a, y,-- +t) =90 
in B erhalten bleiben und umgekehrt. 

Es sei noch bemerkt, ‘daB f(z) fiir einen Kérper schon charakte- 
risiert ist durch die Funktionalgleichungen (1) und (3), die Forderung 
daB f(z) nicht identisch verschwindet und die Anfangsbedingung (0) = 0. 
Es folgt namlich (2) aus (1), indem man z durch das zu U gehdrige 
(x—y) ersetzt; und dann ergibt (2) und f(0) = 0 die Eindeutigkeit von 
f(z); wie oben gezeigt, folgt aus (5) weiter, indem man z durch das zu 
U gehdrige = ersetzt, dab f(y) fiir y+ 0 nicht verschwinden kann, also 
die Giiltigkeit von (4) und zugleich die Eineindeutigkeit. Legt man statt 
eines Kérpers einen Integritiitsbereich § zugrunde, so braucht ~ nicht 
zu 3 zu gehéren, und man kann aus (3) nicht auf Eineindeutigkeit 
schlieBen. Hier geniigt aber die folgende, bekannteste Fassung: Eine iso- 
morphe Abbildung ist eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Ele- 


menten aus 3 und 9, derart, daB der Summe und dem Produkt immer 
Summe und Produkt entsprechen.*) 


2. Von jetzt an sei der Einfachheit halber an Stelle von & der 
Kérper © aller reellen und komplexen Zahlen zugrunde gelegt. Es handelt 
sich zunichst um die Diskussion der Wertsysteme, die f(z) annimmt. Aus 
(3) oder (4) folgt: f(1)—1, und daraus vermége der Funktionalglei- 
chungen fiir jede rationale Zahl a: f(«) = a; jede rationale Zahl entspricht 
also bei der Abbildung sich selbst. Da eine algebraische Zahl 6 einer irre- 
duziblen Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten F'(8,«) =O geniigt, 
folgt nach 1. und dem eben Bemerkten fir (8): F(f(6), a) = 0; jede 
algebraische Zahl geht also in sich oder eine ihrer Konjugierten iiber, und 
der Gesamtheit der algebraischen Zahlen entspricht wegen der Einein- 
deutigkeit wieder der Kérper aller algebraischen Zahlen. Um das Ver- 
halten der transzendenten Zahlen zu erkennen und zugleich die konjugierten 
Werte zu trennen, legen wir eine rationale Basis aller Zahlen**) zugrunde, 


d. h. ein System © von Zahlen #, die alle Zahlen rational — mit ratio- 
nalen Zahlkoeffizienten***) — auszudriicken gestatten, wihrend bei min- 


destens einer Wohlordnung keine Basiszahl rational durch endlich viel 
vorangehende ausdriickbar ist. Die Existenz dieser Basis folgt genau 


*) Vgl. zu Nr. 1: Dedekind a. a. O. § 161. 
**) Vgl. meine zitierte Arbeit iiber ,.ganze transzendente Zahlen“, § 6. 
**) Unter ,,rationaler Funktion soll immer eine solche, deren Koeffizienten auch 
rationale Zahlen sind, verstanden sein. 
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analog wie lineare und algebraische Basen aus dem Wohlordnungssatz. 
Es sei © einer Wohlordnung Q unterworfen; dann ist jede Zahl entweder 
rational durch endlich viele vorangehende ausdriickbar — oder von den 
vorangehenden rational unabhiingig. Diese letzteren Zahlen bilden die 
Basis ©, und der InduktionsschluB zeigt, daB wirklich jede Zahl rational 
durch endlich viele # ausdriickbar ist. 

Zu jeder Basiszahl @ ist der ,Abschnittskérper &(#)“ definiert, be- 
stehend aus allen rationalen Verbindungen derjenigen Basiszahlen, die @ 
in der Wohlordnung vorangehen. Als Abschnittskérper der ersten Basis- 
zahl ist der Kérper ® aller rationalen Zahlen zu betrachten. @ kann 
zweierlei Verhalten in bezug auf &(#) zeigen: es kann von &(#) alge- 
braisch-abhiingig oder algebraisch-unabhingig sein. Da nach 1. alle in € 
geltenden Relationen auch im Abbildungskérper gelten und umgekehrt, 
bildet die Gesamtheit der den # entsprechenden Werte f(#) eine Basis 
des Abbildungsbereichs, die vermége der Wohlordnung von © selbst wohl- 
geordnet ist. Dem Abschnittskérper &(#) entspricht also insbesondere der 
Abschnittskérper &(f(#)); und je nachdem @ von &(#) algebraisch-ab- 
hiingig oder unabhingig ist, gilt das gleiche von /(#) in bezug auf R(f(#)); 
und im Fall der Abhingigkeit entsprechen sich auch die irreduzibeln Glei- 
chungen fiir # und /(#). Die Gesamtheit der Werte @, die jeweils von 
R(#) algebraisch-unabhingig sind, bilden — wie wieder der Induktions- 
schluB zeigt — eine algebraische Basis aller Zahlen*), d. h. ein System H 
von Zahlen y, die alle Zablen algebraisch auszudriicken gestatten, zwischen 
denen selbst aber keine algebraischen Relationen bestehen. Dieser alge- 
braischen Basis H entspricht im Abbildungsbereich wieder eine algebraische 
Basis Z, die wegen der Eineindeutigkeit von gleicher Michtigkeit wie H 
ist — und zwar von der Machtigkeit des Kontinuums, da durch alge- 
braische Erweiterung die Michtigkeit bekanntlich nicht vergréBert wird.**) 
Aus der Kenntnis der Werte /(#) ergibt sich aber f(¢) unmittelbar fiir 
alle Wertsysteme, da aus 2 = #(#) stets folgt: f(¢) = w(f(®). 


3. Wir zeigen jetzt, dab die gefundenen notwendigen Bedingungen 
tatsiichlich auch die Konstruktion von f(z) leisten. Die der algebraischen 
Basis H eineindeutig entsprechende Basis Z werde folgendermaBen kon- 
struiert und H zugeordnet: Man lege eine zweite Wohlordnung Q’ zu- 
grunde, die eine algebraische Basis Z aller Zahlen liefert; es sei Z — 
mit den Elementen £ — eine Teilmenge von Z’ von gleicher Michtigkeit 
wie Z’, und folglich wie H. Jedem Element 4, von H ‘sei nun ein (gleich 


*) Vgl. E. Zermelo: Uber ganze transzendente Zahlen, §1, Math. Ann. 75 (1914). 
**) Vgl. E. Steinitz: Algebraische Theorie der Kérper. Crelles Journal 187 
(1910), § 24. 
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numeriertes) €, eineindeutig zugeordnet durch die Bestimmung: £, sei das 
in der Wohlordnung { erste aller derjenigen Elemente aus Z, die keinem 
y, vorangehenden Element aus H zugeordnet sind. 

Nun sei f(z) definiert: 

a) fiir alle rationalen Zahlen « durch f(0) = 0, f(a) = «; 

b) fiir alle Griéfen der algebraischen Basis H durch f(n,) = €,; 

c) fiir alle iibrigen Gripen @ der rationalen Basis © — die vom Ab- 
schnittskirper R(#) algebraisch abhiingen und folglich einer in R(#) 
irreduzibeln Gleichung F'(#; %;,--+#;,) =O geniigen — als Null- 
stelle der Gleichung F(f(); f(#) ---f(@)) = 0; 

d) fiir alle iibrigen Werte z, die nach der Definition von 9 als 
z= W(®,---d,) darstellbar sind durch f(2)=(f(@:,) --- f(:,)).*) 

Um zu zeigen, daB das so definierte f(z) tatsichlich den Funktional- 

gleichungen (1) bis (4) gentigt, geniigt nach Nr. 1 der Nachweis fiir (1) 
und (3), da © ein Kérper ist und f(z) wegen (a) und (b) nicht identisch 
verschwinden kann und iiberdies die Anfangsbedingung f(0) = 0 erfiillt. 
Vermége der rationalen Basis © driicke sich z, y, x + y aus durch: 


r= v,(0,---3,), y= v,(0,---%), (ct+y) = (8, ---8,); 
der Nachweis, daB f(z) der Funktionalgleichung (1): 
f(z) + f(y) —f(e+y) = 0 
gentigt, ist also nach (d) identisch damit, daB aus 


H, (#) 


H,(@) ~° 


v,(#) + v,(#) — ¥,(#) = 


stets folgt: 
' H, (f(#)) 
», (f®)) + ¥4(f) — ¥ (Ff) = Bae) ~ Y 


wo H,, H, ganze rationale Funktionen ihrer Argumente bedeuten. Auf 
genau die gleiche Form der Bedingung fiihrt aber auch die Funktional- 
gleichung (3); und das Erfiilltsein aller Funktionalgleichungen ist also 
identisch mit dem Bestehen der — nach Nr. 1 und 2 auch notwendigen — 
Bedingung, daB fiir jede ganze rationale Funktion H(#) stets folgt: aus 
H(#)=0 auch H(f(®))=0; aus H(#) +0 auch H(f(#)) +0, letzteres 
wegen des Auftretens des Nenners. 

DaB dies tatsiichlich der Fall, zeigt der InduktionsschluB. Sei etwa 
in H(#,---#,) die BasisgréBe #,, die in der Wohlordnung letzte unter 
&,---&;**) dann JaBt sich H(#,---#, —0O auffassen als eine Relation, 


*) In (d) ist (a) als Spezialfall enthalten. 
**) Die Ausdriicke H(#), die nullten Grades in den @ sind, gehen durch die 
Abbildung in sich fiber, brauchen also nicht weiter untersucht zu werden. 























Die Funktionalgleichungen der isomorphen Abbildung. 541 


der #, in bezug auf den Abschnittskérper &(#,) geniigt, und ebenso 
H(f(#,)---f(@)) = 0 als Relation von f(#,) in bezug auf R(f(%)). Wiiren 
nun nicht alle Relationen H(#) = 0 auch fiir f(#) erfiillt und umgekehrt, 
so miiBte es eine erste BasisgréBe — etwa #, — geben, fiir die mindestens 
eine in bezug auf R(@,) geltende Relation nicht fiir den Abbildungs- 
kérper erhalten bliebe oder umgekehrt, wihrend die vorangehenden Ab- 
schnittskérper R(#,) und R(f(#,)) isomorph wiiren. Insbesondere ist nach 
(a) der Abschnittskérper der ersten BasisgréBe von 90, der Kérper ® 
aller rationalen Zahlen, seinem Abbildungskérper isomorph. Sei nun 
H(#,) von der Form: 

(8) = a,(#) - 8 + a,(%) - H-* +--- + 4,(8), 
wo a,(#) GréBen aus R(#,). Dann sind zwei Méglichkeiten: 

1) # ist von &(@,) algebraisch unabhingig: Dann ist H(#,) = 0 
identisch in @, erfillt,*), man hat a,(#)=—0 fiir alle Koeffizienten und 
folglich wegen des Isomorphismus von &(#,) und R(/(#,)) auch a,(f(#)) =0; 
aus H(#,) = 0 folgt also stets H(f(#,)) 0. Sei umgekehrt H(/(#,))=0; 
da #, — als von (#,) algebraisch-unabhingig — zu der algebraischen 
Basis H gehért, gehért f(#,) nach (b) zu der algebraischen Basis Z und 
ist von &(f(@,)) algebraisch-unabhingig. Es verschwinden also alle a,(f(#)) 
und wegen des Isomorphismus alle a,(#); aus H(f(#,))=0 folgt H(#,)=0 
oder aus H(#,) +0 auch H(f(@,)) + 0. 

2) # ist von R(#,) algebraisch-abhiingig: Dann ist H(#,) durch die 
in bezug auf R(#,) irreduzible Gleichung F'(@,) teilbar, d.h. es gilt 
identisch in ¢: 

H(t; a,(0)) = F(t, 4) - G(t, 4). 
Da aber alle auftretenden Koeffizienten zu &(@,) gehéren, ist in dem 
isomorphen Kérper &(f(#,)) die entsprechende Relation erfiillt: 


H(t; a,(f(®)) = F(t; ((®) - G(t; f®). 

Nach (c) war aber /(#,) so gewahlt, daB es Nullstelle von F(t; f(#)); 
aus H(#,) = 0 folgt also H(f(#,)) = 0. 

Hat man umgekehrt H(f(#,)) = 0, so folgt ebenso aus der Teilbar- 
keit von H(t; a,(f(#))) durch die in bezug auf &(f(@,)) irreduzible Funk- 
tion F(t; f(@)) fir den isomorphen Kérper &(#,) die Teilbarkeit von 
H(t; a,@)) durch F(t; #); und da F(t; f(#)) aus der irreduziblen Glei- 
chung fir #, durch isomorphe Beziehung entstanden ist, und diese Be- 
ziehung eineindeutig ist, stellt F(t; #) notwendig die irreduzible Funktion 


*) Vermige der Ausdriickbarkeit der x,y,--- durch die # kann diese Form der 
Relation sehr wohl auftreten. 
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dar, deren Nullstelle @, ist. Aus H(f(#,)) = 0 folgt also H(#,) = 0 oder 
aus H(#,)+0 auch H(/(@,)) + 0. 

Aus isomorphen Abschnittskérpern &(@,) und S(f(#,)) gehen also 
durch Adjunktion von #,, bzw. /(#,) auch isomorphe Kérper hervor; die 
Annahme, daB dies fiir ein #, nicht der Fall, fiihrt zu einem Widerspruch. 
Somit ist bewiesen, daB die durch (a) bis (d) definierte Funktion f(z) tat- 
siichlich eine Lisung der Funktionalgleichungen (1) bis (4) darstellt, und 
zwar nach 2. die allgemeinste. 

Alle zur Konstruktion von f(z) benutzten Uberlegungen haben nur 
die Tatsache benutzt, daB die Gesamtheit © aller Zahlen einen Kérper 
bildet, und gelten somit fiir jeden abstrakt definierten Kérper &; wobei 
zu bemerken ist, daB dem Kérper ® der rationalen Zahlen der ,,Prim- 
kérper* von & entspricht, d. h. der aus dem Einheitselement von & durch 
die Operationen der Addition und Multiplikation und ihrer Umkehrungen 
abgeleitete Kérper. Ersetzt man daher in (a) bis (d) die rationalen Zahlen 
durch die Elemente des Primkérpers, so leistet die so entstehende Funktion 


{(2) die allgemeinste isomorphe Abbildung eines beliebigen abstrakt definierten 
Korpers. 


4. Es sei nun noch gezeigt, daB die fiir den Kérper € aller reellen und 
komplexen Zahlen definierten Funktionen f(z) — die bekanntlich mit Aus- 
nahme von f(z) = 2 oder 7 unstetig sind — extrem unstetig sind, d. h. daB 
es in der Umgebung jeder reellen oder komplexen Zahl 2, Werte z gibt, 
fiir die f(z) einem beliebig vorgegebenen Wert Z, beliebig nahe kommt. 
Diese extreme Unstetigkeit kommt, wie G. Hamel a. a. O. nachgewiesen hat, 
den fiir alle reellen Zahlen definierten reellen Lésungen g(x) der Funk- 
tionalgleichung (1) zu; aber — wie die unten gegebenen Beispiele zeigen — 
nicht notwendig den fiir das Komplexe definierten Lésungen. Hamel schlieBt 
folgendermaBen: Ist m(x) von C-z verschieden, so gibt es mindestens zwei 
Werte der linearen Basis*), etwa xz, und 2,, so daB g(z,):2, + p(%_): 29; 
dann haben die beiden Gleichungen 


“a2, + PL, = 4; ap(xt,) + By(x,) =b 
eine Lésung in reellen Zahlen a, 8; und folglich laBt sich a und b durch 
rationale Zahlen a, 8 beliebig approximieren; wegen der rationalen Zahlen 


«, B stellt aber a p(x,) + B—(a,) wirklich p(az,+Axz,) dar. Dieser Schlub 
versagt hei komplexen Wertsystemen; tatsiichlich lassen sich auch im 


*) Die lineare Basis aller (reellen) Zahlen ist gegeben durch ein System von 
(reellen) Zahlen, das alle (reellen) Zahlen linear, mit rationalen Koeffizienten, auszu- 
driicken gestattet, wiibrend zwischen je endlich vielen Basiszahlen keine lineare Re- 
lation mit rationalen Koeffizienten besteht. 
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Komplexen definierte Lésungen von (1) angeben, die unstetig, aber nicht 
extrem unstetig sind, etwa: 


9 (2) = p(a+iy) = p(z) + (y+ 9@), 
wo g(x) eine reelle, im Reellen extrem unstetige Lisung bedeutet; oder 
noch einfacher p(¢) = g(x). Der reelle Teil von m(z) ist beidemal extrem 
unstetig, wihrend der imaginire durch den reellen mitbestifnmt ist. 

Dies Verhalten, und zugleich das Verhalten der Funktion f(z), wird 
volistindig klar, wenn man den Begriff des Rangs einfiihrt. Wir setzen 
ze=a+iy, p(¢) = X+Y, und nennen g(z) bzw. vom Rang vier, drei, 
zwei oder eins, je nachdem keine, eine, zwei oder drei linear unabhiangige 
Relationen existieren: 

62+ ey+oX+e¢Y=—0, 
wo die ¢ natiirlich reelle Zahlen sind. 

1) Sei m(z) vom Rang vier. Dann existieren mindestens vier Werte 
der linearen Basis, etwa z,, 2, 4,, 2,, 80 dab die Determinante 


SH & mM 

"% Ys Ys 

X, X; X; X, 

Y, Y, Y; Y, 
nicht verschwindet. Die Gleichungen 


a2z,+ $a+y27,+6 4=—Aa, 


eyt- ++ +0y=—), 
ol,+ -:-- #4K,—/4, 
aol,+ --+ +6%,e3 


haben somit eine Liésung in reellen Zahlen «, ---, 6, und a, b, A, B lassen 
sich durch rationale Zahlen a, B, y, 6 beliebig approximieren. Man hat 
zudem: 
a(X, +i ¥,) + P(X, +4 Vy) + y(Xy +i Ys) + 6(X,+i¥%,) 
= p(az,+ B2,+72,+ 6%). 

»lm allgemeinen“ sind also die Lésungen o(z) auch im Komplexen extrem 
unstetig; die Unstetigkeitswerte von (2) in der Umgebung von z,=a-+ ib 
bilden eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit. 

2) p(z) vom Rang drei. Dann gibt es mindestens drei Wertsysteme 
der linearen Basis, etwa 2,, 2, 2,, 80 daB die obige Determinante den 
Rang drei hat. Die Werte a, b, A, B, die der Relation 

¢F.4+¢b+64A+e¢,B=0 
geniigen, und nur diese, lassen sich beliebig approximieren; die Unstetig- 
keitswerte bilden eine durch z, = a + ib bestimmte eindimensionale lineare 
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Mamnnigfaltigkeit. Wie die angegebenen Beispiele zeigen, kann dieser Fall 
wirklich eintreten. 
3) p(z) vom Rang zwei. Da man stets zwei komplexe Zahlen z,, 2, 


wahlen kann, so dab " a) 0, haben die Relationen die Form: 
¥ Ys 
X=mAetiy; Yuet mgy. 
Das daraus sich ergebende 


p(2) = (Aya + Agy) + 4+ (Myo + Ugy) 
stellt aber die allgemeinste stetige Lésung der Funktionalgleichung (1) im 
Gebiet der komplexen Zahlen dar. 

4) m(z) vom Rang eins. Dieser Fall kann im Gebiet der komplexen 
Zahlen nicht eintreten, bedeutet im Gebiet der reellen Zahlen die stetige 
Lisung (x) = 

Wir zeigen nun, daB die fir alle reellen und komplexen Zahlen 
definierten Liésungen f(z) der Funktionalgleichungen (1) bis (4) nur den 
Rang zwei oder vier haben kénnen. Dabei ergibt der Rang zwei nur die 
beiden stetigen Funktionen f(z) =z oder Z, wie die Spezialisierung f(1) = 1 
und f(¢)=-+# in Verbindung mit 3) zeigt. Da der Rang eins schon 
oben ausgeschlossen, ist noch der Rang drei auszuschlieben. Wir nehmen 
also an, daB mindestens eine Relation existiert: 


¢>2+¢y+oX+e¢Y=—0, 
so daB f(z) vom Rang drei, eventuell von niedrigerem ist, und zeigen, 


daB unter dieser Annahme stets der letztere Fall statt hat. Wie wieder 
die Spezialisierung /(1) = 1; f(¢) = + zeigt, geht die Relation iiber in: 
e(X—z) + o(¥Fy) = 0, 
wo ¢, und ¢, nicht gleichzeitig verschwinden. Sei vorerst etwa c, = 0. 
Die Relation (X—z) =O bedeutet aber, dab einem rein imaginiren z 
auch ein rein imaginires f(z) entspricht. Es gilt also fiir jedes reelle 
y: f(i9) = 7-Y, wo Y wieder reell ist. Daraus folgt aber- wegen 
f(y) = + f(y) auch f(y) — +9; 

es entspricht also jedem reellen z auch ein reelles f(z); und wegen 
(X—2z) gehen alle reellen Werte in sich iiber. Man hat somit nur 
f(z) =2 oder Z, also tatsiichlich Rang zwei. Ganz analog schlieBt man, 
wenn ¢, = 0, o, +0. 

Sei nun ¢, und ¢, von Null verschieden, so daB die Relation in der 
Form geschrieben werden kann: 


(YFy)—c-(X—z) 
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mit reellem, von Null verschiedenen, endlichen c. Dies bedeutet aber, dab 
fir y=+cx auch Y=c-X wird. Somit gilt, unter Beriicksichtigung 
der Funktionalgleichungen, fiir jedes reelle r: 


f(E- (Lie) — X(1 + ic) = f(x) - (A +éfeo), 
wo X wieder reell ist. Hier kann aber nach Nr. 1 der Faktor von f(r) 
nicht identisch verschwinden, und die Division ergibt: 


f(t) = X(6 +4) 

mit reellen, von y und X unabhingigen o und tr. Es gehdrt also insbe- 
sondere auch zu ¢ = 1 ein reelles X,, und die Bedingung: 1 = X,(6+ir) 
zeigt, daB notwendig r= 0, also f(x) =—o6-X wird. Es entspricht also 
jedem reellen z auch ein reelles f(z); oder aus y=0O folgt notwendig 
Y=0. Damit geht aber die lineare Relation fiir reelle z tiber in X — x =0;*) 
jeder reelle Wert entspricht sich selbst; man hat nur f(z) =z oder 2, 
also tatsichlich Rang zwei. Damit ist der Rang drei in allen Fiillen aus- 
geschlossen. Da aber — wie die Untersuchungen der ersten Nummern 
zeigen — unstetige Liésungen tatsiichlich existieren und diese also not- 
wendig vom Rang vier sein miissen, so gilt nach 1) der Satz: ,,Alle 
Lésungen f(z) der Funktionalgleichungen (1) bis (4) — mit Ausnahme der 
stetigen Lisungen f(¢) = 2 oder 7 — sind im Reellen und im Komplexen 
extrem unstetig.**) 


Erlangen, 30. Oktober 1915. 


*) Hier wird die Tatsache benutzt, daB c=+-0, daB also weder c, noch c, ver- 
schwindet, wiihrend vorher nur c,+-0 benutzt war; deshalb muBte der Fall, daB 
eines dieser beiden verschwindet, vorweg genommen werden. 

**) Lebesgue zeigt a. a.O., daB Real- und Imaginiirteil von f(z) beide ,,nicht- 
meSbare“ Funktionen von 2 und y sind; wie das Beispiel am Anfang von Nr. 4 
(2) = p(x) + (y+ (a)) zeigt, folgt daraus noch nicht die extreme Unstetigkeit im 
Komplexen. 
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Gruppendeterminante und K6rperdiskriminante. 
Von 


A. Speiser in StraBburg. 


Einleitung. 


In jedem zyklischen Kérper vom Grade m» lassen sich bekanntlich 
mit Hilfe von nm” Kinheitswurzeln Zahlen bilden, die Lagrangeschen Re- 
solventen, die beim Ubergang zu den konjugierten bloB eine n Einheits- 
wurzel als Faktor annehmen. Fiir beliebige Galoissche Kérper laBt sich 
das entsprechende Problem folgendermafen formulieren*): Gegeben ist 
eine Darstellung der Gruppe des Kérpers durch homogene Substitutionen 
von m Variabeln. Es soll aus den Zahlen des Kérpers und gewissen 
weiteren Irrationalitiiten ein System von m Zahlen gebildet werden, das 
beim Ubergang zu den konjugierten Systemen jeweils die entsprechenden 
Substitutionen der gegebenen Darstellung der Gruppe erfihrt. 

Die Gesamtheit dieser Systeme liBt sich in einfacher Weise bestim- 
men. Es gibt genau m linear unabhiingige darunter. Beschriinkt man sich 
auf die ganzzahligen, so enthalten sie gemeinsame Idealteiler, die in der 
Kérperdiskriminante aufgehen. Durch Determinantenbildung erhilt man 
Zahlen, aus denen sich die Diskriminanten des Kérpers und siamtlicher 
Unterkérper in einer durch die Gruppe allein bestimmten Weise zusam- 
mensetzen lassen. Die hier vorliegenden Verhiiltnisse werden unter ge- 
wissen vereinfachenden Bedingungen dargelegt. 


§ 1. 
Das Kleinsche Formenproblem. 


Wir legen einen Galoisschen Kiérper K zugrunde. Seine Gruppe & 
sei von der Orduung g und ihre Elemente bezeichnen wir mit 


B, A, B, --,8,+-: 


*) Vgl. das ,,Kleinsche Formenproblem“, Weber, Algebra, 2. Aufl., Bd. 2, S. 228 u. ff. 
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Entsprechend bezeichnen wir eine Zahl und ihre konjugierten mit 


@ = @r, @,4, @p, 0% @s, oot, 


dann sind die Permutationen der Galoisschen Gruppe in folgender Gestalt 
darstellbar: 


ea @4, @p, 


Os, O4s, Ogs, 


aa Sul, 4. B.+-:. 


Nun sei eine irreduzible Darstellung [ der Gruppe durch Matrizen mit 


Koeffizienten im Koérper k gegeben. Wir benutzen dieselbe Bezeichnung, 
wie fiir die abstrakte Gruppe, und setzen: 


E = (¢,), A=(a,,),---, S=(8,)---. 
Bezeichnen wir mit A~* die inverse, mit A’ die transponierte Substitution, 
so bilden die Elemente EF, A’-', ---, S’-', --+ wieder eine Darstellung der 


Gruppe die wir mit [ bezeichnen. 
Wir bilden jetzt die folgende Matrix 


M(o) = E-og+ A-o4+-+-= (28x05); 
& 
setzen wir: 

sik Ms = Ei (w), 

& 
dann wird: 

M(@) = (&,,()). 
Wenn wir diese Matrix mit einer beliebigen Matrix S-* der Gruppe 

rechts zusammensetzen, so erhalten wir: 


N.S = S~ ‘or + AS‘, +---= Has + A@yst+::-= (e% (@)) 


Sik 
wobei wir mit §&* diejenige konjugierte algebraische Zahl bezeichnen, die 
aus — durch die Substitution (@,@ s) der Galoisschen Gruppe entsteht. 


Indem wir die erste Zeile von M und von MS~' vergleichen, er- 
halten wir das Resultat 


Er (@) = < 5, +$(@), 


P Ein (@) = a Sinz bax () 
wobei 


(Sz) —_ S 
gesetzt ist. Die Zahlen £,, liegen in dem durch Zusammensetzung von k 
und K entstehenden Kérper, den wir mit K(k) bezeichnen. Wenn wir 
noch voraussetzen, da8 K und i auBer den rationalen Zahlen keine weiteren 


Zahlen miteinander gemein haben, so kénnen wir das Resultat folgender- 
maBen aussprechen: 
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Satz 1: Jedes der m Zahlensysteme §,,(@) ---&;,,(@) i= 1,2,---,m 
erfiihrt beim Ubergang zu den konjugierten Zahlensystemen die entsprechen- 
den Substitutionen der Gruppe T. 

Dieselbe Eigenschaft besitzen offenbar auch die simtlichen Systeme, 
die sich in der folgenden Gestalt schreiben lassen: 


a, Ei + a, Eo, T:°°+ = 7 1 Es on + Oy Es m ie  _ 
wobei man aber im allgemeinen die Koeffizienten «,,---, «,, auf den 
Kérper k beschrinken wird. 

Setzt man aber die Matrix 1/(@) links mit S~* zusammen, so erhilt man: 

S-*M(@) = S~*Eo,x + S~'Aw, +---= Eos + As, +--+: = M(as). 

Wir erhalten so den Satz: 

Satz 2: Ersetet man in den m Zahlensystemen &, ;,(@), ---, §,,,(@) (¢=1, 
2,---,m) die Zahl w durch die konjugierte Zahl ws, so erfahren die Systeme 
jeweils die Substitution S-?. 

Wir behaupten nun weiter, daB sich jedes zu [ gehérige System von 
Zahlen herleiten liBt, indem man im System §£,,(@),---,§,,(@) die Zahl 
@ geeignet wihlt. Fiir die Koeffizienten der irreduziblen Darstellungen 
gelten niimlich die folgenden Formeln:*) 


Zz S54 5im = O 


i= €,4,,- 


> — 
’ 52 5k = 


s=e,a,b,-- 


auBer fiir i=l, k =m 


Hierbei bedeuten (s,,) und (5,,) entsprechende Matrizen von [ und T. Sei 
nun £,,-+-,€, ein beliebiges zu [ gehériges System, so setze man: 


o-&+&+---+6,, 


= 
£11 (@) -> $4, Os = £ s 
s 


£ > —oe s 
$1;\9) = 5,;9s = m >" 
& 


Also haben wir den 
Satz 3: Ist §,---,¢,, eim beliebiges System von Zahlen aus K(k), das 


beim Ubergang zu den konjugierten Systemen die Substitutionen der Gruppe T 
erfahrt, so wird: 


dann wird: 


und ebenso: 


E.,(@) = g t,, wei o— E4+44+---+6,. 


*) 1. Schur: Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Berliner 
Sitzungsberichte 1905, 8. 406. 
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Hiernach erhdlt man alle solchen Systeme, indem man in §,,(@),- ++, §,,(@) 
die Zahl w alle Zahlen des Korpers durchlaufen lift. 

Kin analoger Satz besteht fiir die in Satz 2 betrachtete Substitution. 

Wihlt man fiir @ eine Zahl, fiir die keine Beziehung besteht von 
der Gestalt 

Or + dg@,+---=0, 

wobei a,, a,,+-- Zahlen aus k sind, so laBt sich jede Zahl « von K(k) 
in der Gestalt: 


&=hOr+ 2@4,+--: 
darstellen. 


Daher liBt sich jedes Zahlensystem, daB zu [ gehért, in der folgen- 
den Gestalt darstellen: 
£1; (qi@ze¢+ A2@4-+ °° ) = a1 £1; (@z) + az; (@4) ++-- 
und wenn man nun den Satz 2 anwendet, so erkennt man den folgenden 


Satz 4: Jedes zu [ gehirige Zahlensystem laBt sich linear zusammen- 
setzen aus den m Zahlensystemen 


- ¢ ee 
£:,(@), .* Sim(@) ite 1,2, ,m 
wenn zwischen den Gripen @ = @y, @4,--- keine lineare Relation mit 


Koeffizienten aus k besteht. 

Wenn man in £,,(@),---+, §&,,(@) @ alle ganzen Zahlen von K durch- 
laufen li8t, so erhilt man einen Modul von Zahlensvstemen, da sich die 
Summe zweier Systeme, die aus , resp. w, entstehen, ergibt, wenn man 
@, +, einsetzt. Ebenso erhilt man einen Modul, wenn man alle ganz 
zahligen unter den Systemen betrachtet. 

Nun sei fiir [ ein vollstiindiges System von Invarianten gegeben, die 
wir als Formen von m Variabeln mit Koeffizienten in k voraussetzen. 
Ersetzt man die Variabeln durch ein beliebiges zu [ gehériges System, 
so nehmen die Invarianten Zahlenwerte aus dem Koérper k an. Die Systeme 


sind daher die Lisungen des Kleinschen Formenproblems fiir die Gruppe T. 


g 2. 


Fortsetzung, Benutzung von Unterkérpern. 


Wenn man in der Matrix M() fiir @ eine Zahl eines Unterkérpers 
einsetzt, so tritt oft der Fall ein, daB die Matrix zur Nullmatrix wird. 

Sei m eine Zahl, die gegeniiber der Untergruppe 5 ungeiindert bleibt, 
und sei ferner die Zerlegung von © nach § und ihren Nebengruppen in 
folgender Gestalt gegeben: 


G©-H+H2+---+H7, 
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Min) (2 8)o+ (> 5) Tras +++ -. 
a) 


§ 


dann wird: 


Die Summe der zu § gehérigen Matrizen aus [ ist aber stets und nur 
dann +0, wenn diese Darstellung von § vollstindig reduziert die iden- 
tische Darstellung enthalt. Andernfalls verschwindet die Matrix WM iden- 
tisch. Hieraus folgt der 

Satz 5: Zur Bildung eines zur Gruppe { gehdrigen Systems kann 
man auch Zahlen aus solchen Unterkirpern benutzen, bei denen die zuge- 
hirige Untergruppe in der Darstellung ° nach vollstindiger Reduktion die 
identische Darstellung enthilt 

Man erhilt dann jeweils genau so viele unabhingige Systeme, wie die 
Untergruppe in der Darstellung [ die identische Darstellung enthilt. 

Beispiel: Die Ikosaedergruppe gestattet eine Darstellung [ resp. f 
in dreireihigen Matrizen,*) die erzeugt wird durch: 








( 1 1 1 
100 V5 q 5 | bn . 
[: SsS= {0 KE 0 ; T "74 E =“ E or . 
OO £ @ E+ E* E48: 
V5 V5 Vb 
—] 0 0 
U= | 0 0 —1 | , 
QO —1 0 
(E =5. Einheitswurzel). 
1 0 0 
r: 5- {0 E 0 | f-T, U=vU. 
0 O FE 


S erzeugt eine Gruppe von der Ordnung 5, die offenbar brauchbar ist, 
weil sie die identische Darstellung einmal enthilt. 
Sei @ eine Zah] aus dem zu der Gruppe gehérigen Unterkérper. 


Es wird 


‘ 500 
ys-(0 0 o)— a 
— 

000 


i=1 


*) Vgl. Klein: Vorlesungen iiber das Ikosaeder, S. 213. 
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Als erzeugende Elemente fiir die Nebengruppen kénnen wir wiahlen 
E, U, T, UT, TS, UTS, ---, TS4, UTS* 


und erhalten: 


—5 00 V5, 2V5, 2V5 
C385), a 


HUi= 000 0 0 0}, 
000 0 0 0 
V5, 2E‘V5, 2E“y5 
ars | 0 0 0}. 
0 0 0 


Bezeichnet man die konjugierten Zahlen mit o, @’,---, o, so er- 
halt man 


t ‘came F , 4 f ” "Tt 
E, = 5(@—o’) + V5(0"—@”)+---, 
und wenn man noch die Bezeichnung einfiihrt: 


, , Lad 
0 — @ = tn, @ — @ = ty, «++, O89 — wl) — y,, 


so folgen nach Division mit Y5 die in der Theorie der Gleichung ftinften 


Grades fundamentalen GréBen :*) 


Ay = Un V5 + Uy + &, + Uy + Uy + Hy, 
A, = 2(u,+ Eu, + E*u, + E*u, + E*u,), 
A, = 2(u,+ E-*u, + E-*u, + E-*u, + E-*u,). 
Dies ist alse das einzige durch Zahlen des Unterkérpers erzeugte 
System, welches beim Ubergang zu den konjugierten die Gruppe I erfahrt. 


In gleicher Weise berechnet man das zu [ gehérige System und 
erhilt ohne Miihe die Zahlen: 


Ag = to V5 + tly +--+ + &, 
_ f= a 7— 4 
A,= uy + E-*u, + + E-*u,, 
| i. se 
A, ut Eu,+---+ Btu. 


Diese GréBen sind von den vorigen nicht wesentlich verschieden; 
es wird 


A, = 4,, A,=24,, A,=—24,. 


Dem entspricht die Tatsache, daB [ und F fiquivalente Darstellungen sind. 


*) Vgl. Klein }. c. 8S. 155, wo eine wenig abweichende Numerierung der u be- 
nutzt ist. 


36* 
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or 
or 
bo 


§ 3. 
Die verallgemeinerten Lagrangeschen Resolventen. 


Jetzt mége ein vollstiindiges System nicht aquivalenter Darstellungen 
der Gruppe durch Matrizen gegeben sein. Wir bilden die simtlichen zu- 
gehérigen GréBen & und bezeichnen sie mit £2, wobei der obere Index 
die Darstellung angeben soll, aus der das betreffende — stammt. Ferner 
wollen wir sie so lexikographisch anordnen, daB I, i, k dem I’, i’, k’ voran- 
geht, wenn entweder 1< Il’ oder 1=V', i<i oder J=V,i=i, k<k 
ist. Sei zy, der Grad der durch / bezeichneten Darstellung, dann gilt die 
Beziehung*) 

ata t-:-t+47%=9. 
Es gibt also genau so viele verschiedene GréBen &, als die Ordnung der 
Gruppe betriigt. In dieser bestimmten Reihenfolge bezeichnen wir sie mit 


..: «eg & 
21? Se) » Sg° 


Wir kénnen nun die Koeffizienten dieser GréBen in ein quadratisches 
Schema ordnen und bezeichnen die so entstehende Matrix mit 


U= (u,,) (i, k=1, 2,--., 9); 
so daB jetzt die — in folgender Gestalt auftreten: 
Ei = Hi1 Oe + UisO4+--- 


Zwischen den Koeffizienten verschiedener irreduzibler Darstellungen 
gelten auBer den Formeln in § 1 noch die folgenden Beziehungen:**) 


bY = 
~ 8 $,,=9, 


os” 
sobald die Darstellung [’, aus der die s’ entnommen sind, nicht iqui- 


valent mit [ ist. Hieraus kann die inverse Determinante zu (u,,) bestimmt 
werden. Wir bilden nimlich die GréBen £, indem wir jede Darstellung [ 


durch die Darstellung [ ersetzen. Die Matrix dieser neuen GréBen (i,,) 
entsteht aus (u,,) durch Vertauschung gewisser Zeilen untereinander und 
ebenso gewisser Kolonnen. Setzt man jetzt (u,,) und (#,,) Zeile mit Zeile 
zusammen, so erhalt man eine Matrix, bei der alle Koeffizienten auferhalb 
der Hauptdiagonale verschwinden, wihrend diese letzteren aus den Zahlen 


4 bestehen, wobei jeder dieser Quotienten 7,2 mal auftritt. 
i 


*) Frobenius: Ober die Primfaktoren der Gruppendeterminante, Berliner Sitzungs- 
berichte 1896, S. 1368. 
**) I. Schur, 1. c. 
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Es wird also: 


9 
a 
C* fe 
1 as 


| m4, | *|t,| = 
und, da sich die beiden Determinanten links hichstens um das Vorzeichen 
unterscheiden, so wird 
a 
| U,,| ac + V+ gy. dc ‘ 


Man hat nun bloB noch in |%,,| jede Zeile mit dem zugehérigen Quotien- 
ten ; zu multiplizieren und die so entstehende Matrix zu transponieren, 
um die zu (u,,) inverse Matrix (v,,) zu erhalten und es wird: 
(usa) (Oia) = (Pa) (Men) = Gr); 
(1 i=k, 
é. = < 
* (0 i+k. 


Diese Gleichung gestattet, aus den GréBen — die GréBen ws zu be- 
rechnen. Setzt man wieder 


\ () £() 
i $3,% 5 = Sips 
@ 


so wird jetzt: 


- os = 20 
i,k, t 

Satz 5: Hat man durch Lisung der séimtlichen Formenprobleme die 
Gripen §& berechnet, so findet man daraus die Zahl @ mit ihren Konjugierten 
durch die Formeln (1). 

Wenn die Gruppe eine zyklische ist vom Primzahlgrad p, so fiihren 
unsere Ausdriicke auf die sogenannten Lagrangeschen Resolventen. 

In der Tat: Sei A ein erzeugendes Element der Gruppe, so erhiilt 
man alle Darstellungen, indem man fiir A eine p* Einheitswurzel setzt. 
Es wird also: 

£0 = @r+ E'a,+ E*'og+---. 


Die Darstellung f entsteht aus [, indem man EF durch E-? ersetzt. Die 
Invariante aller Darstellungen ist die Funktion z?, so daB sich hier das 
Problem vollstindig erledigen laBt mit Hilfe von p*" Wurzeln aus Zahlen 
des Kérpers der p*™ Einheitswurzeln. 
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§ 4. 
Reduktion des Gleichungsproblems auf ein irreduzibles 
Formenproblem. 


Sei [ eine irreduzible Darstellung, die homomorph ist mit der Gruppe 
des Kiérpers. Wenn wir eine Reihe &,,,---, &,, berechnet haben durch 
Auflésung des Formenproblems, so enthiilt der Kérper K(§,,, ---, &,,) den 
zugrunde gelegten Kérper K. Es ist daher, z B. mit dem Lagrangeschen 
Verfahren miéglich, jede einzelne Zahl des Kérpers, insbesondere @ selbst, 
zu berechnen. Mit Hilfe von Ausdriicken, die allein von der Gruppe ab- 
hiingen, ist es aber méglich, dieses Problem in wesentlich einfacherer 
Weise zu lésen. . 

Wir betrachten dazu die Darstellung, die durch Komposition*) von [ 
mit sich selbst entsteht. Sei 

Pog FY 4.--+9, 00 
und sei S, die Substitution, welche diese vollstiindige Reduktion leistet. 
Ferner sei allgemein 

Pm gh +--+ + 94,0 
und S, die entsprechende Substitution, welche die vollstandige Reduktion 
von F* leistet. 

Zuniichst bemerken wir, daB sich jede der GréBen &, die zu irgend 
einer Darstellung gehért, aus den GréBen £&,,,---,&,, als ganze Funktion 
mit Koeffizienten aus dem Kérper k zusammensetzen laBt. Sei d der 
héchste Grad, der fiir diese Funktionen notwendig ist. Wir bilden jetzt 
die Produkte 


bra * Sie (t,k=1,--+,m), 
also 


brs Eu, bu Sia ee E11 Sims bi but 

Geht man zu den konjugierten Systemen dieser Produkte iiber, so erhilt 
man diese, indem man auf das urspriingliche System die Substitutionen 
der Gruppe [? ausiibt. Wenn man jetzt noch auf das System der Pro- 
dukte die Substitution S, anwendet, so zerfallt es in g., + yy +-*: + Ge, 
Teilsysteme, von denen jedes der g,, ersten beim Ubergang zu den Kon- 
jugierten jeweils die Substitutionen [), die g,, nachsten die Substitutionen 
r® usf. erleiden. 

Diese Systeme zusammen mit &,,, ---, &,,, brauchen. nicht linear un- 
abhingig zu sein, aber wir wihlen fiir jede Gruppe [ eine méglichst 
groBe Zahl linear unabhingiger aus. Gehdren so zu [ die Systeme 


S,%, --+, S., 


*) Frobenius: Uber die Komposition der Charaktere einer Gruppe, Berliner 
Sitzungsberichte 1899, S. 330. 
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so ist das allgemeinste System, das beim Ubergang zu den Konjugierten 

die Gruppe [ erfahrt, und dessen Zahlen Ausdriicke von héchstens zweitem 

Grad in &,,---,§,, simd, gegeben durch den Ausdruck: 
a,6,9+---+4,6,%. 

Wenn wir dieses Verfahren fortsetzen fiir [*,---,[* und jeweils die 
neuen von den friiheren unabhingigen Systeme herausgreifen, so miissen 
wir fiir jede Gruppe [ genau so viele unabhiingige Systeme erhalten, als 
der Grad der Darstellung betriigt, und die Determinante dieser Systeme 
ist daher von 0 verschieden. Wir wollen diese so gefundenen Systeme 
mit 7) bezeichnen. Sie lassen sich also sofort hinschreiben, wenn das 
gruppentheoretische Problem der vollstaindigen Reduktion von I‘ gelést ist. 

Nun sei £,,---,€,, eim beliebiges System, welches zu [ gehdrt. Um 
zunichst dieses System durch die GréBen &,,,---, &,,, auszudriicken, haben 
wir bloB die zu [ konjugierte Gruppe heranzuziehen und die dazu ge- 
hérige Matrix (y,,). Die Ausdriicke 

MSs + Nee bs + °° * + Nemo = 0 (i= 1,2,---,m) 
verindern sich nicht beim Ubergang zu den Konjugierten, weil die ¢ und 
die 4 kontragrediente Variable sind und der obige bilineare Ausdruck eine 
Invariante zweier solcher Variabelnreihen darstellt. Die GréBen 9, kénnen 
daher berechnet werden und gehéren dem Grundkérper an. Durch Auf- 
lésung der Gleichungen erhalt man €,,°--, €, ausgedriickt als Funktionen 
der GréBen 7;, und g. 

Ein Teil des gruppentheoretischen Satzes, der diesem Verfahren zu- 
grunde liegt, ist bereits von Burnside*) auf anderem Wege bewiesen. Wir 
bemerken zum SchluB noch, daB bei dieser Reduktion auch die Invarianten 
der Substitutionsgruppe [ auftreten, als diejenigen Funktionen, die beim 
Ubergang zu den Konjugierten die Gruppe [) erfahren. 


§ 5. 
Gruppendeterminante und Kérperdiskriminante. 

Fiir den algebraischen und funktionentheoretischen Teil wird es im 
allgemeinen geniigen, aus einem einzigen Formenproblem die zugehérigen 
GréBen § zu berechnen und man wird dazu dasjenige vom geringsten 
Grade benutzen, d. h. man wird das Gleichungsproblem auf ein solches 
mit méglichst wenig Parametern reduzieren. Ja man erweitert sogar noch 
den Kérper, da es sich herausstellt, daB sich fiir umfassendere Gruppen 
oft Darstellungen von niedrigerem Grad finden lassen.**) 


*) Burnside, Theory of groups of finite order, 2 ed. S. 299. 
**) Anmerkung. Beim Ikosaeder geht man so zu einer Gruppe von der Ord- 
nung 120 iiber und hitte, wie man leicht erkennt, die Quadratwurzel aus einer Zahl 
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Das Quadrat der Determinante: 


| @p-1 9 


(P, Q= E, A, B,---) 
oder kurz 
@p-1 6 a 

ist die Diskriminante der g Zahlen 

@z, @4, Op, *** 
denn die erste Spalte enthilt diese g Zahlen, wahrend die tibrigen Spalten 
die Permutationen nach der Galoisschen Gruppe, d. h. die konjugierten 
Spalten, sind. 

Setzen wir die Determinante der Matrix M() in § 1 = O(@), und 
bezeichnen wir mit ,(@), ®,(@),---,.(@) die verschiedenen Determi- 
nanten, welche in dieser Weise zu den irreduzibeln Darstellungen der 
Gruppe gehéren, dann wird:*) 


Mp-1 9 |g -[][%*e 
j=1 

wobei wieder zy, den Grad der Darstellung bedeutet, zu der 9,(@) gebért. 
Wenn @ eine ganze Zahl des Kérpers K ist, so ist das Quadrat dieser 
Determinante stets durch die Kérperdiskriminante teilbar, doch werden 
im allgemeinen noch weitere, allen diesen Zahlen gemeinsame _,,auBer- 
wesentliche“ Teiler auftreten. 

Zuniichst betrachten wir die Gruppendeterminante 

O(@) = |£,, 

und bestimmen die gemeinsamen Teiler aller Zahlen &,,, wobei @ alle 
ganzen Zahlen des Galoisschen Kérpers K durchlauft. Nach den Resul- 
taten von Herrn I. Schur**) lassen sich alle endlichen Substitutions- 
gruppen in solche mit ganzen algebraischen Koeffizienten transformieren. 
Im folgenden setzen wir stets die Gruppe als ganzzahlig voraus, dann sind 
die GréBen £,, stets ganze algebraische Zahlen. Zunichst gilt der 

Satz 6: Der gemeinsame Teiler der Zahlen §,,(@), wobei @ alle 
ganzen Zahlen von K durchléuft, ist in der Wurzel aus der Korperdiskrimi- 
nante enthalten. 


eines Unterkérpers sechsten Grades zu adjungieren, die so ausgewahlt sein miiBte, 
da8 der neue Kérper ebenfalls Galoissch ist. Doch geschieht das nicht, da beim 
Ubergang zur gebrochenen Substitutionsgruppe diese Quadratwurzel wegen der be- 
sonderen Art der Gruppe (Darstellungsgruppe) von selbst wegfillt. Dagegen wird 
die Quadratwurzel aus einer Zahl des Grundkérpers, namlich aus der Invariante 
A,’ + A, A, benutzt. 

*) Frobenius: l. c. 

**) I. Schur: Uber Gruppen linearer Substitutionen mit Koeffizienten aus einem 
aigebraischen Zahlkérper, Math. Ann. 71, S. 355. 
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Beweis: Sei @,,---,@, eine Basis der ganzen Zahlen, so daB 


t _ ' 
£,1(@,) = @, + 4,,@, +--+, 


E11 (@,) = @, + a, @,, + yt 
dann folgt, indem man die Gleichungen der Reihe nach mit den Unter- 
determinanten der ersten Spalte aus der Matrix: 


, 


@; @, “*-. 


ates ins 


n na 


multipliziert und addiert 


VD = £,1(@,)2; +--+ + &y(@,)2,, 
woraus der Satz folgt. Bezeichnet man den gemeinsamen Idealteiler der 
GréBen Q,,---,Q, mit 0, so erkennt man sofort, daB der gemeinsame 


Idealteiler der Zahlen &,,(@) sogar in ro enthalten sein muB. 


Wir miissen nun die Hilbertschen Begriffe des Triigheitskérpers und 
des Verzweigungskérpers*) heranziehen. Die Triagheitsgruppe eines Dis- 
kriminantenteilers § besteht aus allen denjenigen Substitutionen, fiir 
welche die Kongruenz besteht: 


o=os (®), 
fiir alle ganze Zahlen des Kérpers. Sei £ diese Gruppe und 
Ss _ Hz, 
I 
setzen wir ferner 
G=-2£+A,E+--- 


dann wird: 

M(@) = Hyoyz + AcHyos,+--- ($)- 
Wenn & in unserer Darstellung die identische Darstellung nicht enthilt, 
so wird Hy; = (0) und es gilt die Kongruenz: 


fn =O (BP). 

Die Verzweigungsgruppe % besteht aus denjenigen Substitutionen, fiir 
die @ =a@s ($*) ist, wenn @ alle ganzen Zahlen durchliuft. Sei 2 die 
héchste Potenz von $f, fiir welche die nimlichen Kongruenzen gelten. 
Wenn dann die Verzweigungsgruppe in der betrachteten Darstellung die 
identische Darstellung nicht enthilt, so folgt wie oben, daB die Zahlen 
£,, samtlich durch $* teilbar sind. Indem man in dieser Weise fortfahrt 


und fiir den imal iiberstrichenen Verzweigungskérper die entsprechende 
Zahl mit 2 bezeichnet, folgt der 


*) Hilbert: Jahresbericht der D. Math.-Ver. Bd. 4, S. 251. 
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Satz 7: Wenn die imal iiberstrichene Verzweigungsgruppe in der Dar- 
stellung { die identische Darstellung nicht enthdlt, so sind die Zahlen &,, 
durch B®" teilbar, sowie ferner durch die siimtlichen dazu konjugierten Ideale. 

Der letzte Teil dieses Satzes folgt daraus, daB die Verzweigungs- 


gruppen der zu $ konjugierten Ideale konjugierte Gruppen sind, deren 
vollstindige Zerlegung stets dieselbe ist. 


§ 6. 
Die Diskriminanten der Unterkérper. 


Das Quadrat der Determinante 


@ 
Pag 


ist gleich der Kérperdiskriminante, wenn @,, @4,--~- eine Basis der ganzen 
Zahlen des Kérpers ist. Eine solche Basis bezeichnen wir als eine Normal- 
basis und wir wollen unter der Voraussetzung, daB der Kérper eine solche 
besitzt, die Zahlen ®(@) untersuchen. 

Aus der Existenz einer Normalbasis folgt sofort, daB der Verzweigungs- 
kérper jedes Primteilers $$ der Diskriminante der Kérper K selbst ist. 
Denn zuniichst ist offenbar 

Sas=+1 

G 
ferner ist die Verzweigungsgruppe 8 von der Ordnung p’, wobei p die 
durch $ teilbare Primzahl ist, und es gelten die Kongruenzen fiir jede 
Zahl «@ von K: 

a=ay (¥) (Vin B). 
Setzt man noch 
G=—BV+sS,V+--- und FS, =—E£, 


so folgt: 
> %s,,=p'os,=9 (§) (i=1,2,---) 
B 
daher 
> ws 0 ($B), 
& 


was einen Widerspruch ergibt. 
Ist ein Unterkérper gegeben, der zur Untergruppe § gehért, und 
setzt man 
G6=H+ T,.D+-:- 
so bilden die Zahlen 


> rn (t= 1,2,---) 
v 
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eine Basis der ganzen Zahlen des Unterkérpers, und die Diskriminante 
dieses Kérpers ist daher das Quadrat der Determinante: 

(1) <— Onur," 
Diese Determinante laBt sich aber darstellen als Produkt aus irreduzibeln 


Gruppendeterminanten ®(@): 
“—/ h 5 
2° rar ~ L190), 


wobei h, angibt, wie oft die Untergruppe in der durch den Index / be- 
zeichneten irreduzibeln Darstellung von & die identische Darstellung ent- 
hilt.*) Daraus folgt der 

Satz 8: Die Diskriminante eines Unterkirpers setzt sich bei Korpern 
mit Normalbasis in einer allein durch die Gruppe bestimmten Weise aus 
den Zahlen O(@) zusammen. 

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen. Die Gruppendeter- 
minante ® besitzt Koeffizienten aus dem durch den Charakter bestimmten 
Kreiskérper und die simtlichen konjugierten Funktionen 9%’, --- sind 
wiederum irreduzible Gruppendeterminanten. Die Determinante (1) muB8 
nun jede dieser konjugierten Determinanten in derselben Potenz enthalten 
und wir wollen daher die Potenz von p berechnen, die in dem Produkt 
von ®(@) mit den konjugierten Zahlen 0’(@),--- aufgeht. 


= 9(@)%'(@) --- = ¥(o), 
dann sind die Determinanten der Matrizen der Y entsprechenden Dar- 
stellung vou &: 


ik 


r++... 
simtlich +1. Daher wird ¥*(@) eine ganze rationale Zahl. 

Sei $ ein Primteiler der Diskriminante und & die zugehérige Triig- 
heitsgruppe mit der Ordnung h. Man beweist nun leicht, daB die Relativ- 
diskriminante von K in bezug auf den Trigheitskérper das gemeinsame 
Ideal aller Diskriminanten von der Gestalt 


| = |2 
|°r-els 


ist. Sei  speziell so gewahlt, daB das Primideal in der niedrigsten Potenz 
vorkommt, die méglich ist, niimlich in der h(h—1)*".**) Nun ist die 
Tragheitsgruppe zyklisch. Ihr erzeugendes Element sei 7. Dann kann man 
@,-19|, zerlegen in das Produkt der Lagrangeschen Resolventen: 
h 
[ ][ox+ far+ eam +--+ + 8¢-Y'a,-1). 
i=1 


*) Burnside: Theory of groups, 8. 275 
**) Weber, Algebra, 2. Aufl. Bd. 2, 8. 670. 
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p wird im Kérper der k** Einheitswurzeln in eine gewisse Anzahl e 
verschiedener Primideale zerfallen, wobei e ein Teiler von (h) ist.*) Das 
Primideal 8 zerfallt dann in dieselbe Anzahl verschiedener Ideale. Be- 
zeichnet man den Ausdruck 

Or + éar+---+8-'oy-1 mit § 


und ersetzt man der Reihe nach « durch ¢’, e”,---, wobei r eine Primitiv- 
zahl nach h bedeutet, so erhilt man g(h) Zahlen: 


s 
o> ne | Seay: 


4 _ b Oe Doe hits Pees QD, 


wobei © prim ist zu $%, so erhilt man die weiteren GréBen ¢, --- durch 
zyklische Permutation der {§ und entsprechender Veriinderung von ©: 


= BP BE Bi 


Sei 


= ist eine Zahl des Trigkeitskérpers, dem ¢ adjungiert ist. Daher mu8 
os 
sein 
ra,,, = 4, (h) 
also wird 
(2) a, = v''a, (h). (r-r =1@) 


@ () 


In ] Ts geht dann §, zur ge (a, +a, +---+a,_,) Potenz auf.**) Die 
i=1 

kleinste mégliche Zahl fir diese Potenz ist aber, wie man sofort aus der 
h) 

a2. 


Gleichung (2) folgert, gleich . 

Nun midge « eine primitive h, Einheitswurzel sein, wahrend h=h,-h 
ist. Dann beweist man genau so, wie oben, daB 8" mindestens in der 
Potenz h, os) im Produkt der zu einer Faktorgruppe gehérenden Lagrange- 
schen Resolvente 

Og + &@r+--- 

aufgeht. Das Produkt aller so entstehenden Resolventen gibt die Wurzel 
aus der Relativdiskriminante der Zahlen @z, @7,---, @ri—-1 in bezug auf 
den Tragkeitskérper. Die Relativdiskriminante selbst ist daher mindestens 


durch die h > wh, * Potenz von § teilbar, wobei h, alle Teiler von h 
darchlauft, auBer der Zahl 1. Nun ist 
> o(h,) —h—1. 


*) Vgl. dariiber Fueter: Theorie der Zahlstrahlen, Crelles Journ. 130, 8. 197. 
**) Vgl. hierzu Hilbert, 1. c., S. 361—359. 
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h(h—1) ist aber die genaue Zahl, die angibt, wie oft $ in der Relativ- 
diskriminante aufgeht. Wir transformieren jetzt die Gruppe [ +f’ +--- 
dergestalt, daB die Trigheitsgruppe vollstiindig reduziert erscheint. Den 
hierbei im allgemeinen auftretenden Nenner nehmen wir als zu p prim an. 


Dann wird die Matrix 
A 
Py T’a@yi = Mz(o) 


i=1 


eine Diagonalmatrix, deren Koeffizienten in der Hauptdiagonalen Lagrange- 
sche Resolventen sind. Die Matrix 


S- Mz(os), 


wobei S eine beliebige Substitution der Gruppe © bedeutet, ist nun eine 
Matrix, die in der i*" Spalte lauter Koeffizienten besitzt, welche die Ideale 
%,, B,,--- in mindestens derselben Potenz enthalten, wie die i* Spalte 
in Mz(@). Daraus folgt sofort 


Satz 9: Wenn die Darstellung! +1’ + --- das System der mit der Faltor- 
gruppe von der Ordnung h, homomorphen Darstellungen der Trigheitsgruppe 


genau g, mal enthiilt, so ist ¥(@) genau durch die > > 4 9; 9(h,)* Potenz 


von YS und von allen zu YB konjugierten Primidealen, also genau durch die 


=>, 9:9(h,)* Potenz von p teilbar. Dabei ist also der Teiler 1 von h 
wegzulassen. ; 

Diese Potenz wollen wir fiir die verschiedenen Darstellungen mit b, 
bezeichnen. Wenn dann ein irreduzibler Bestandteil von Y, die identische 
Darstellung der Untergruppe genau ¢, mal enthiilt, so ist Y, in der Dis- 
kriminante des Unterkérpers genau zur 2¢,“" Potenz enthalten. Daher 
geht p in der Diskriminante zur 2S b,¢,“" Potenz auf. 

Indem man diese Berechnung des Exponenten mit anderen vergleicht, 
so ergeben sich interessante, aus der Gruppentheorie bekannte Beziechungen, 
von denen wir die einfachste, fiir den Fall daB h eine ungerade Primzahl 
ist, ableiten wollen. 

Sei 9 der Normalisator der Trigheitsgruppe, r der Index der Zer- 
legungsgruppe unter diesem Normalisator, f derjenige der Trigheitsgruppe 
unter der Zerlegungsgruppe, dann ist die Trigheitsgruppe noch fiir r—1 
zu $$ konjugierte Ideale Triagheitsgruppe. Die Relativdiskriminante von 
K in bezug auf den Triigheitskérper ist daher genau durch die (h—1)* 
Potenz von $*=—p und von (r—1) dazu konjugierten Primidealen teilbar, 
wihrend die weiteren Faktoren zu p prim sind. Die Norm der Relativ- 
diskriminante, genommen im Triigheitskérper, ist hiernach genau durch 
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p’’*-» teilbar. fr ist aber der Index der Tragheitsgruppe unter dem 
Normalisator. Ferner ist die Kérperdiskriminante genau durch die = (h—1)** 


Potenz von p teilbar. Daher wird die Diskriminante des Tragheitskérpers 
genau durch die 


1,N . te 
7 i (h—1) — fr(h—1)] 


Potenz von p teilbar. Dagegen folgt aus unserer Berechnung fiir diese 


Potenz die Zahl: ; 
mails — >) 4) 1) 


und durch Gleichsetzung erhilt man 


h >) ¢ = = + fr(h—1). 


Setzen wir : =fr+s, so lautet die Gleichung jetzt: 


ie a 
> d=frt+; 


und rechts steht offenbar die Anzahl der unter der Triagheitsgruppe in- 
varianten Komplexe von Nebengruppen der Trigheitsgruppe. Die im 
Normalisator enthaltenen Nebengruppen sind niamlich invariant unter Tf, 
von den anderen ergeben je hk zusammengenommen einen invarianten 
Komplex. Die Vergleichung der beiden Resultate fiihrt also auf den be- 


kannten Satz, daB “Sc? gleich der Anzahl der unter E invarianten Systeme 
von Nebengruppen von © ist. 

SchlieBlich bleibt noch iibrig, die Zahl ¥(@) in ihre Faktoren O(o), 
'(@),--- zu zerlegen. Dieses Problem liuft darauf hinaus, die gemeinsamen 
Teiler fiir die einzelnen Lagrangeschen Resolventen zu bestimmen. Zu jeder 
in f enthaltenen irreduziblen Darstellung der Trigheitsgruppe gehért in 
dieser Weise ein bestimmtes Ideal und ®(@) ist durch das Produkt dieser 
Ideale teilbar. Jeder Faktor der Diskriminante lat sich in dieser Weise 
bestimmen. 


Karlsruhe, Juli 1915. 
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Ein direkter Beweis fiir die Normalform der komplexen 
Zahlensysteme. 


Von 


Guipo VoGuHera in Triest. 


Fiir die Klassifizierung der assoziativen komplexen Zahlensysteme ist 
es von groBer Wichtigkeit, dieselben auf eine einfache Normalform redu- 
zieren zu kénnen, aus welcher man unmittelbar die Unterschiede zwischen 
den verschiedenen Typen beurteilen kann. Eine solche Normalform wurde 
bekanntlich fiir die allgemeinen Systeme zuerst von Molien angegeben. 
Spezialfiille waren schon friiher von Peirce und Scheffers betrachtet wor- 
den. Spiiter wurde die Normalform von Cartan und von Hawkes noch 
weiter entwickelt. 

In meiner Doktordissertation*) habe ich versucht die Normalform 
auch auf die nullpotenten Systeme auszudehnen, indem ich die Einteilung 
in Gruppen eingefiihrt habe (S.272—273). So ist es mir gelungen einen 
ziemlich klaren Einblick in den Aufbau dieser, bis damals etwas vernach- 
liassigten Systeme, zu gewinnen.**) Im ,,Nachtrage“ (Diss. 8S. 319—323) 


*) ,,Zusammenstellung der irreduziblen komplexen Zahlensysteme in sechs Ein- 
heiten“, abgedruckt im 54. Bande der Denkschriften der math.-naturw. Klasse der 
K. Akademie der Wissensch. zu Wien, 1908, S. 269—328. — Diesen Aufsatz werde 
ich von nun an mit ,,Diss. 8. 2* zitieren. — Fiir die tibrige Literatur beziehe ich mich 
auf die Angaben von J. A. Schouten ,,Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme*, 
Math. Ann. 76 (1914), 8. 1—66. — Diese Arbeit wird im folgenden mit ,,Schouten 8S. 2 
angefiihrt. 

**) Es kénnen aber nicht alle nullfaktorialen Systeme als ein nullpotentes Unter- 
system eines Nichtquaternionsystems mit mehr als einer Haupteinheit verwendet 
werden. Die Auffindung der nullfaktorialen Systeme, die bei gegebener Hauptreihe 
zu diesem Zwecke angewandt werden kinnen, bildet jetzt die wichtigste Aufgabe 
der Theorie, da die allgemeinen Systeme auf Nichtquaternionsysteme zuriickgefiihrt 
worden sind, und diese, wenn einmal die Charaktereneinteilung gegeben ist, auf die 
nullpotenten Nebensysteme reduziert sind. Die Gruppeneinteilung (Diss. 8. 325—326) 
sollte in dieser Richtung alles sicher bis jetzt gewonnene zum Ausdruck bringen. 
(Vgl. die diesbeziigliche Meinung von Shaw — Schouten 8. 53, Anm. — und weiter 
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habe ich eine strenge Darstellung der Einteilung der Zahlen des kom- 
plexen Systems nach Charakteren in bezug auf eine Reihe idempotenter 
und untereinander nilfaktorialer Einheiten gegeben.*) Auf diese beiden 
Resultate werde ich mich im folgenden beziehen. — 

Daselbst (Diss. 8.56) habe ich auch d ufgabe gestellt, den Be- 
weis fiir die Méglichkeit der Normalform auf rein direktem Wege zu 
leisten. Darunter will ich verstehen, dab man zum Beweise die Zahlen 
des Systems selbst beniitzen, und nur die fiir sie bei der Definition postu- 
lierten Eigenschaften — Assoziativitit, Kommutativitaét der Addition, Dis- 
tributivitit mit der Multiplikation und Assoziativitiit der Multiplikation 
selbst, — und die entsprechenden einfachen arithmetischen Operationen 
zwischen den Koeffizienten anwenden mu, und nicht das System als 
ganzes mit anderen, seiner Definition fremden Theorien in Beziehung 
setzen (Transformationsgruppentheorie, Matrizenrechnung) und dann die 
aus diesen Betrachtungen gewonnenen Resultate, wieder auf das System 
iibertragen, noch — wie bei der Taberschen Beweisfiihrung mittels des 
Skalars (Schouten a. S. 3 a. O.) — mit neuen Funktionen der Koeffizienten, 
die eine entferntere Beziehung mit den Zahlen des Systems haben, ope- 
rieren, und aus diesen Funktionen selbst wieder auf die Eigenschaften 
dieser Zahlen Schliisse ziehen darf. 
von demselben Verfasser ,,Bull. of the intern. Ass. for promoving the study of 
Quaternions and allied Systems of mathem.“ Juni 1906, S. 56.) 

Die Hawkesche Methode — Schouten S. 36 — die zur Aufstellung aller Nicht- 
quaternionsysteme dienen soll, geht nicht viel tiber die Aufstellung der Tabelle nach 
den Charakteren hinaus. Uber das nullfaktoriale Nebensystem gibt sie aber, bei 
komplizierteren Fillen, fast keinen Anhaltspunkt, da man nicht, falls eine Reihe 
allgemeiner Parameter vorkommt, ohne andere Unterannahmen zu machen, die Ein- 
heiten herausfinden kann, die zur ersten und zur letzten Gruppe gehéren. Eine 
Kritik davon habe ich schon in Diss. 8S. 289 gegeben. Nun bemerke ich aber, da8 
auch Theorem VI — Schouten, a. 8. 3 drittangeg. O. 8. 369 — nicht richtig ist, wie 
man aus dem System der Quaternionen durch Weglassung von e,, ersehen kann. 
Das resultierende System ist nicht assoziativ. — Hieraus haben sich aber zwei weitere 
unrichtige Tabellen ergeben: die Systeme 1,-1 und 2,-1 sind nicht assoziativ, das 
erste in ¢,¢,¢,, das zweite in e,¢,e,. Diese habe ich auch in meiner Dissertation 
wiedergegeben: VI,,, und-VI,,, sind zu streichen. 

*) Von der Méglichkeit dieser Einteilung liegen noch zwei direkte (s. unten) Beweise 
vor. Der erste von Hawkes (s. Schouten, 8S. 17 Anm.), der zweite von Schouten selbst 
(Schouten 8. 15—17). Der erste muf in der Weise ergiinzt werden, daB man ihn als 
einen Schlu8 von » auf n+ 1 Einheiten betrachtet. Der zweite ist in etwas allzu 
knapper Form gehalten: es wird nicht ausdriicklich hervorgehoben, daB die vier be- 
trachteten Operatoren in bezug auf verschiedene Einheiten der Hauptreihe kommu- 
tativ sind, so daB die Reihenfolge der Einheiten einer bestimmten Reihe belanglos 


ist, und daB die Resultate der Charaktereneinteilung untereinander linear unab- 
hiangig sind. 


Ein Beweis fiir die Normalform der Zahlensysteme. 565 


a Ich werde hier weiter einen einfachen, bis auf einen Punkt, wo von 
wn dem Hauptsatze der Algebra Gebrauch gemacht wird, im obigen Sinne 
- direkten Beweis darbringen. DaB hierin nicht alles neu ist, ergibt sich 
von selbst; der Beweis des Hauptsatzes, welcher eigentlich den Kern der 
a ganzen Sache bildet, ist aber vollstindig originell, und es ist der einzige 
_ direkte Beweis, der bis jetzt gegeben worden ist. (Schouten S. 19—20.) 
en 
- Die Normalform der Systeme. 
is- | 
on CO Satz: Jedes assoziative Zahlensystem mit Modul (8) laBt sich in der 
- Weise aus einem anderen (Nichtquaternion-)Systeme (2) ableiten, daB die 
aC Einheiten von S*) 
ng Sates a, B= 1,2,----- 7, 
lie ; P r 
-_ Ve ~~ 1, 2, Pa ’ Pa Pp = “Dey 
les 1 
en, ? 
pe- jx = 1, 2, » Ps P= Dcpi, 
en 1 
. 
fag = 1, 2,----: » Naas fir a+ B N= daz PaP3%a 3) 
of 1 A 
Kaq = 0,1,2,--+, Moo M=P+N, 
ht aus denen von = 
ach ‘ 
bei Cute, ‘ «a, B= 1,2,----- »? n=, 
‘ihe - 
bin- P = 
ine %ea = 1, 2, +++: » Naas fire+p n= > Neg) 
jaB : 
ule Nog = 0,1, 2,---,n,, m=r-+n, 
nn. durch die Gleichungen 
bere ap _ aa ap 8p 
das igig*ap  4ql0" liz_g 1430 
ion hervorgehen, wobei festgesetzt wird 
“ ie a 0, wenn a+ oder j, + i,, 
lbst i509 “ig420) — p*? = . ee 
-~ adq® “43539 ) — G40 Wenn a B und j, =1%;. 
llzu Die Einheiten des Nichtquaternionensystems 2 
be- ap 
mu- C1194? Xe ?- 0 
x] ¥ ‘ 
oa *) Die Multiplikation der héheren komplexen Zahlen wird mit dem Punkte be- 


zeichnet, wiihrend die Koeffizienten (gewéhnliche komplexe Zahlen) in den Formeln 
einfach vorangesetzt werden. 
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bilden ein nullpotentes invariantes Untersystem, fiir welches die Gruppen- 
einteilung (Diss. 8. 272—273 und 8. 325—326) gilt, d. h., man kann jeder 
solchen Einheit eine ganze Zahl g zuschreiben, so daB jedes Produkt von 
solchen Einheiten aus g +1 Faktoren verschwindet, aber nicht jedes 
Produkt aus g Faktoren. 
Dabei bedeutet: 
r die Anzahl der primitiven Systeme, 
p, die Ordnung des «*” Systems, 
n,, die Anzahl der nullpotenten Nebeneinheiten, die zu einer bestimmten 
 idempotenten Einheit des «*” und einer bestimmten des f' Systems 


gehéren, 
p die Anzahl der idempotenten Einheiten der Hauptreihe, 
- « - » Haupteinheiten (der primitiven Systeme), 
N , - » nullpotenten Nebeneinheiten, 
xs ‘ » gesamten Einheiten, 
a=r , = » idempotenten Einheiten des Nichtquaternionsystems, 
aa - » nullpotenten . i e 7 
ms . » gesamten » » » 


Zum Beweise des allgemeinen Satzes jiber die Normalform, mu8 man 
vorher einen beschrankten Fall in Betracht ziehen. Wegen seiner Wich- 
tigkeit nenne ich diesen den Hauptsatz (Schouten 8.19, Satz V). Er lautet: 

Hauptsatz: In einem System mit nur einer idempotenten Einheit, 
dem Modul, kann man die anderen Einheiten so wihlen, da sie ein null- 
potentes Untersystem bilden. 

Fiir die Definition von nullpotenten (nullfaktorialen) Systemen s. Diss. 
S. 318—319. 

Haben wir in der Tat eine nicht nullpotente Zahl eines allgemeinen 
Systems, so besteht zwischen » + 1 aufeinander folgenden Potenzen der- 
selben gewiB eine lineare Beziehung, und umgekebrt ist, falls eine solche 
Beziehung existiert, die Zahl nicht nullpotent. Sei a eine solche Zahl und 
sei die erste lineare Beziehung, der ihre Potenzen geniigen: 


(1) a’ +a,a’ti+---+a,a"t* =0 a,+0, 
wobei a, a’, a’, ee ‘ a’t4-1 noch unabhingig sind ond e > 1, , > 1. 
Ich setze 

(2) b+a,a+a,a?+---+a,a*=0, 


woraus durch Potenzierung des Ausdrucks von } und dadurch, daB mittels 
(1) die Potenzen von a, die héher sind als die (vy + x — 1)”, eliminiert 
werden, folgt: 


(3) bY + boa” + ba’ti+---+b,_,a"**-'=0; 
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und fiir jedes 8 >1, a >0, wie man leicht aus (1) ersehen kann; 
a’t¢ a= bh. q’t® — q’te. b= a’te. be =n be -qrte 
und 
+0, «20, Bol 


und ebenso 
Sc,a’t@ . b? = S¢, b? é a’te = Scat. 
a a a 


Da aber b” eine Vielfachsumme von Potenzen von a ist, die gewiB héher 
sind als die (v — 1)", gesetzt 

(4) = 1+0, 

so folgt im speziellen fiir 6 = v 


— 
a“ 


Sc,a"*4 ‘y= -Sc,a’** = Sc, a’te 
und . . 
(5) 4° = 4. 

Wenn wir nun annehmen, daB im Systeme nur eine idempotente 

Einheit existiert, so ist sie notwendig der Modul und es ist 
H-a=a- = 4 

und folglich aus (3) 

(6) a+ba’t?+ bat? +---+b,_,at* =0. 

Da wir angenommen haben, daB (1) die erste lineare Beziehung 
zwischen den nachfolgenden Potenzen des a ist, so muB identisch (1) 
gleich (6) sein, und insbesondere 
(7) yv=1, b=y, 4+a,a+a,0°+---+a,a* =0. 

n, a, a*,---, a*~-* sind linear unabhiingig, und falls c= a— xy gesetzt 
wird, sind auch 4, ¢,c*,---,c*~* fiir jeden Wert des z linear unabhingig 
und von 0 verschieden. 

Es ist weiter aus (7) 

(8) 4 + a,(¢+2) + 4,(c+ 24)? +---+a,(e+24)* =0 

fiir jedes 2 Wenn ich nun den Wert «@ als Wurzel der Gleichung 
1+ae2+az*+---+a,2* =0 

bestimme, was nach dem Hauptsatze der Algebra immer méglich ist, be- 

komme ich, da y in (8) ausfallt, eine Beziehung zwischen den Potenzen 

von ¢ bis c*, etwa 

(9) C¢+Q0+---+¢,_,c%~-!'+a,c =0. 

Wiire nun ein c,+ 0, so wiirde ¢ nicht nullpotent sein, und wenn 
wir fiir ¢ dieselbe SchluBreihe wiederholen wiirden, die wir fiir a durch- 
gemacht haben, und bedenken, daB es nur ein 7 im Systeme gibt, kénnten 
wir analog zu (7) schlieBen 
C*.H+ec¢+---+a,c%—' =O, 

37° 
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was im Widerspruch mit der bewiesenen Unabhiingigkeit dieser x Zahlen 
steht. Es ist also c,— 0 fiir alle p, und folglich 
co = 0. 

Es gehért also zu jeder Zahl a des Systems eine gewdhnliche Zahl « 

und ein niedrigster Exponent x, wofiir, wenn wir setzen, 

(10) a =a— an, 

(11) a’* = Q. 

a’ will ich die reduzierte Zahl von a nennen. Zu einer Zahl kann es nur 

eine reduzierte geben, denn zwei verschiedene Gleichungen (11) wiirden, 

mittels (10), eine lineare Beziehung zwischen a, a’, ---,a* ergeben. Die 

obige Gleichung fiir x hat also notwendig alle Wurzeln gleich. Wenn, 

und nur wenn a@ nullpotent ist, ist « = 0, also die Zahl gleich ihrer redu- 

zierten. Die Gleichung (1) wird fiir unsere speziellen Systeme 
a-a*=a’*-a=0. 

Sind m Zahlen a,,a,,---,a@,, und 9 linear unabhiingig, so sind auch die 

reduzierten Zahlen aj, a3,---,@, linear unabhingig. 

Wenn wir nun eine nullpotente Zahl des Systems herauswihlen und 
alle ihre Produkte ins Auge fassen, so sind sie auch nullpotent. Denn 
sei a’+1—0, wihrend noch a*+-0; wiire z. B. das linksseitige Produkt 
a-b nicht nullpotent, so wiirde fiir seine reduzierte Zahl die Gleichung 
gelten: 


(a-b+an)=0, 
und durch linksseitige Multiplikation mit a‘ erhalten wir 
a’ = (). 

Ich beweise nun folgenden an sich interessanten 

Hilfssatz 1. Wahlen wir in einem Systeme m Zahlen heraus, welche 
die Eigenschaft haben, daB ihre simtlichen (es geniigt auch nur rechts- 
oder nur linksseitigen) Produkte mit allen anderen Zahlen des Systems 
nullpotent sind, und betrachten wir alle Produkte, die nur aus diesen 
Zahlen gebildet sind (indem die Zahlen selbst, als Produkte mit nur 
einem Faktor, auch mit inbegriffen sind), so verschwinden alle solche 
Produkte von mehr als » Faktoren und diese Produkte bilden samt 
allen ihren linearen Zusammensetzungen ein nullpotentes Untersystem des 
gegebenen Systems. 

Der Beweis, daB alle » + 1-gliedrigen Produkte verschwinden, ist 
eine naheliegende Verallgemeinerung der bekannten Frobeniusschen Schlub- 
weise (Diss. 8. 318). 

Nehmen wir an, daB ein Produkt aus » +1 Zahlen nicht Null sei, 
und betrachten wir die nacheinander folgenden Produkte: 

b, = 4,, b= a,-a,, by = a, -4,-a5,-- 


*y Og = Gy Ug* g++ O43. 





he 


18 
en 
ur 
he 
mt 
les 


ist 


nB- 


sei, 
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Zwischen diesen muB eine lineare Beziehung bestehen: 


—& +A Dy 41 + By b, 49+ 09° Digna Dass =@ 
oder 
b= b,-(B, G41 + Bs, 45 "Aris + — + Basi > % 41 "Gig ss 4,41) —_ b,-a. 
Wenn wir aber a’ bilden, so muB es als Vorfaktor a,,, enthalten. 


a®=—a,,,-b=c 
ist also nullpotent. Aber 


b=—b,-a=b,-a@=b, -c=b,-c=0 a>1. 
Also auch b,,, = 0, im Wiederspruche mit der Voraussetzung. 

Der zweite Teil des Beweises ergibt sich aus der Méglichkeit der 
Gruppeneinteilung laut Diss. 8. 272—273, da diese als einzige Voraus- 
setzung das Verschwinden aller Produkte von mehr als » Faktoren be- 
niitzt- Unter allen bisher betrachteten Produkten wihlen wir eine voll- 
stiindige Reihe linear unabhiingiger Zahlen heraus: ¢,, ¢,---,¢,. Thre 
Produkte sind lineare Zusammensetzungen dieser Zahlen selbst. Unter allen 


linearen Zusammensetzungen von ¢,,---, €, kann man diejenigen heraus- 


wihlen, die mit allen e,,---,e, multipliziert 0 ergeben, usw. nach dem 
bekannten Verfahren. 

In dem Falle, der uns interessiert, bilden die reduzierten Zahlen des 
Systems mit einer idempotenten Einheit ein nullfaktoriales Untersystem. 


DaB es genau »—1 Einheiten besitzt, folgt aus einer friiheren Bemerkung. 
So ist der Hauptsatz bewiesen. 


Weitere Regelung des Systems. 


Unter den Zahlen entgegengesetzten Charakters ij und ji kann es 
welche geben, die, untereinander multipliziert eine nicht nullpotente Zahl 
ergeben. Sei ein solches Paar 
(1) %,,°L,,=2,, und setzen wir 2%,,;-2,,—= 2;,. 

Da z;,, nicht nullpotent ist, existiert ein «, so dab 


a 
x — 

(2) (ex,,+%,)*=0 oder 4+ > (5) «ai, = 0, 

i=l 
% \ 
a oa )}/% ve teas ‘4 
9, 25°\— C © ay, ) Hyg mm yg Hyg My Bye 
4=1 


Wenn man (2) links mit z,,, rechts mit z,, multipliziert, ergibt sich 


(3) a; +> (3) P ay" =(Q woraus n; +> (7) a #,, = 0 


A=1 A=1 
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oder 
x . . 
ue x A J-t ae aed P 
at es tae a) % cs ) y= al ted | Bhatt 
i=1 

da 

’ ¥ 7 ¥ 

Dig? Uyy = Lj Uji und Mp5 Ly Lig Xi, v>1. 

Ich setze nun: 

Upp = C5, Lie Cjiy 1 = Sy Ny =; 
und erhalte 
(4) Cig = 5° Osa, C55 = 655° &; 5. 


Ich behalte nun # fest, und setze fiir j alle méglichen Werte j,, j,, - - -, j,; 
wofiir eine Gleichung der Art wie (1) im Systeme zu finden méyglich ist. 
Ich erhalte also p Paare von Gleichungen (4). Gesetzt: 


C4, 456° M5, F93 
wie durch Multiplikation rechts mit ¢,, hervorgeht, befolgen diese Zahlen, 


wenn wir j, mit i identifizieren, die Multiplikationsregeln 
9,°%,4,~ %, 3,7 WMD ji=Jn 


=0 ’ ” ja + J, 


Es ist klar, daB in dieser Betrachtung simtliche j, dieselbe Rolle spielen, 
so daB man zu demselben Resultate kommt, wenn man von irgend einem 
von ihnen ausgeht. 

Ich fiihre nun fiir alle j Werte, die zu einer solchen Reihe gehéren, 
einen gemeinsamen Index @ ein und schreibe die so erhaltenen p, Haupt- 
einheiten des a** Primitivsystems 


aa 


es Se ee OO 
he Ja® a=1,2,---7, tay Ja = 1,2,-+ Da. 


Von allen iibrigen Zahlen des Systems nehme ich zuerst diejenigen 
heraus, die zu einer bestimmten idempotenten Einheit eines jeden primi- 
tiven Systems gehéren, z. B. zu denjenigen, die beide unteren Indizes 1 
haben. Diese Einheiten mégen sein 


af 


, eer 
mas Xag = 1 n 


ee ,“ap° 


Ist « = 8, so kénnen diese neuen Nebeneinheiten nach dem Hauptsatze 
so gewaihlt werden, daB sie ein nullfaktoriales Untersystem bilden. Ist 
«+, so kann kein Produkt aus ihnen eine nicht nullpotente Zahl 
ergeben. Es kommt also in den Produkten aller neu eingefiihrten Ein- 
heiten keine idempotente Einheit vor; sie bilden also ein Untersystem. Um 
zu zeigen, daB dieses Untersystem nullfaktorial ist, beweise ich folgendes: 








\- 


it 


l- 
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Hilfssatz 2. Wahlen wir in einem Systeme m Zahlen heraus, welche 
einen einzigen Charakter haben, und die Eigenschaft haben, daB ihre 
simtlichen (es geniigt auch nur rechts- oder nur linksseitigen) Produkte 
geraden Charakters mit allen anderen Zahlen des Systems nullpotent sind, 
und betrachten wir alle Produkte die nur aus diesen Zahlen gebildet sind 
(indem die Zahlen selbst, als Produkte mit nur einem Faktor, auch mit 
inbegriffen sind), so bilden diese Produkte samt allen ihren linearen Zu- 
sammensetzungen ein nullpotentes Untersystem des gegebenen Systems. 

Unter denselben Voraussetzungen wie bei Hilfssatz 1 folgt: 

b= b,- a. 

Da aber 6, als Produkt der Zahlen a,-a,---a,, welche nur einen 
einzigen Charakter haben, ebenso nur einen Charakter hat, ist a ge- 
raden Charakters, und ebenso a*. Da letzteres a,,, als Vorfaktor enthilt, 
ist es nach der Voraussetzung nullpotent und man kann weiter dieselbe 
SchluBweise, wie beim ersten Hilfssatze anwenden. 

Es folgt also, da8 die zuletzt betrachteten nullpotenten Einheiten 

Seas 
ein nullfaktoriales Untersystem darstellen*) und mit den zugehérigen 
idempotenten Einheiten bilden sie ein (Nichtquaternion-) Untersystem, 
welches nach Diss. 8. 325 —326 weiter behandelt werden kann. 

Zu jeder Einheit dieses Nichtquaternionsystems (2) gehért aber eine, 
und nur eine Kinheit des Charakters i,j,, vermége der Gleichung 


as aa as é 2 


ig 53 *a p ig 10 “Lites “143 0? 


so daB, wenn die Einheiten von (2) linear unabhingig oder abhingig 
sind, dasselbe von den entsprechenden Einheiten des allgemeinen Systems 
(S) gilt, und umgekehrt mittels der Gleichungen 
ap — ae ap pe 
11%q 3 1ig0 ” “tq 43 %ag “310° 
Die Produkte simtlicher Einheiten von (S) sind aus denen von (2) 
eindeutig bestimmt: 


ap _ ot - ¢* . pth ws fF . . ae e? ae 
tgig%as Iaty*py iq 10 “L1%q¢g “1539 “jg10 “Lixz, “11,0 
_— r et? By YY _  #e@ ay eT . 2 
as ixgg 11e3y 11,0 “ig 10 “11xyy “1l, 0 ta ly tay 


*) Im entsprechenden Beweise des Theorems VIII (Schouten S. 24) fehlt dieser 
wichtige Schritt. Schouten beweist niimlich, daB die Nebeneinheiten nullpotent sind 
und ein Untersystem bilden, nicht aber, daB sie ein nullpotentes Untersystem bilden, 
das heiBt, daB auch alle ihre linearen Zusammensetzungen nullpotent, respektive null- 
faktorial sind. 
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angenommen, daB 
a3 sy 


ay 
e e — . 
l1xq 3 113, I1%qy 


Die nullpotenten Nebeneinheiten bilden folglich auch fiir sich ein 
invariantes nullfaktoriales System. Somit ist der Satz tiber die Normal- 
form bewiesen.*) 


Wien, 21. September 1915. 


*) Auch bei der Regelung des, Systems in bezug auf ein Hauptquadrat (s. Schouten 
S. 24—25) vermi8t man den Beweis, da die Einteilung nach Gruppen mit derjenigen 
nach Charakteren sich vertrigt (s. Diss. 325—326 fiir Nichtquaternionsysteme, und, 
nach dem im Text ausgefiihrten, auch fiir alle Systeme). Es kénnte wohl mdglich 
sein, daB man, wenn man versucht das Untersystem der Nebeneinheiten analog wie 
bei Theorem VI zu ordnen, gezwungen sein miifte, gemischte Charaktere einzufiihren. 
Auch ist zu bemerken, daB die neue Ordnung nichts mit der alten Regelung der 
Einheiten geraden Charakters gemein hat. Es geschieht oft, daB man gezwungen 
ist, nicht nur die frihere Regelung ganz umzuordnen, sondern auch die Einheiten 
verschieden zu wahlen. Z. B. kann eine Einheit geraden Charakters, welche mit allen 
Einheiten desselben Charakters nullfaktorial ist, in den Produkten mit den Einheiten 
anderer Charaktere Vielfachsummen von Einheiten aller méglichen friiheren und spateren 
Gruppen enthalten, so da8 sie bei der neuen Regelung nicht beibehalten werden kann. 

Endlich bemerke ich, daB der Begriff der durchgehenden Selbstisomorphie(s. Schouten 
S. 27 u. ff., und besonders 8S. 35, Anm.) in meiner Dissertation (8. 327-28) schon ein- 
gefiihrt worden war, und da8S mein Satz XIII, mit Theorem IX, 8. 34 von Schouten, 
fiir den beschriankteren, aber bei weitem wichtigeren Falle der Nichtquaternionsysteme, 
tibereinstimmt. 
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